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1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 
1.1. Определение вектора 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Вектором называется направленный 
отрезок прямой.                       В 

             a
G  

1.1.1.1.1.1.1.1      
А 

Рис. 1.1. Вектор 

Вектор обозначается либо значком AB , где точки A  и  
задают начало и конец вектора, либо одной строчной 
буквой a

B

G . 
На чертеже будем обозначать вектор стрелкой.  

 
 
 
Рис. 1.2. Коллинеарные 
векторы 

Начало вектора называется точкой его 
приложения. 

Для обозначения длины вектора будем 
пользоваться символом модуля AB  или a

G . 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Вектор называется нулевым, 
если начало и конец его совпадают. 

Нулевой вектор не имеет определенного 
направления и имеет длину, равную нулю. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Векторы называются 
коллинеарными, если они лежат либо на одной 
прямой, либо на параллельных прямых. 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Два вектора называются 
равными, если они коллинеарны, имеют одинаковую 
длину и направление. Все нулевые векторы считаются 
равными. a

G

a
G

a
G

Рис. 1.4. Вектор a
G

 может 
быть отложен от 
произвольной точки 

a OA=
G JJJG

'A
Для каждого вектора  существует 

противоположный вектор a O− =
G JJJJG

, коллинеарный 
вектору 

G
, имеющий ту же длину и противоположное 

направление. 
a

Точка приложения вектора может быть выбрана 
произвольно. Так, на рис. 1.4 изображен один и тот же 
вектор. 

Рис. 1.5. Компланарные 
векторы 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Вектор называется параллельным 
некоторой плоскости, если он лежит на прямой, 
параллельной этой плоскости. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Векторы, параллельные одной и 
той же плоскости, называются компланарными. 
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Линейные операции над векторами 
Линейными операциями над векторами называются сложение векторов и 

умножение вектора на вещественное число. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Суммой ba

GG
+  двух векторов a

G  и b
G  называется вектор, 

идущий из начала вектора a
G  в конец вектора b

G  при условии, что вектор b
G  

приложен к концу вектора a
G . 

Правило сложения векторов, изложенное в этом 
определении, обычно называют правилом 
треугольника. 

Правило сложения векторов обладает 
следующими свойствами: 
1) abba

GGGG
+=+  (переместительное свойство); 

2) ( ) ( )cbacba
GGGGGG

++=++   (сочетательное свойство); 
3) существует нулевой вектор 0

G , такой, что aa
GGG

=+ 0  
для любого вектора a

G  (особая роль нулевого вектора); 

ba
GG

+

b
Ga

G

Рис. 1.9. Правило треугольника

4) для каждого вектора a
G  существует противоположный ему вектор a′G , такой, 

что 0
GGG

=′+ aa . 
Доказательство свойства 1).  
Рассмотрим произвольный параллелограмм . ABCD

Пусть ABa =
G , BCb =

G . Тогда ACb =a +
GG . Но 

ADBC = , ABDC =  ⇒  abDCADAC
GG

+=+= . 
Таким образом, abba

GGGG
+=+ . 

Замечание. При доказательстве свойства 1 
обосновано еще одно правило сложения векторов, называемое правилом 
параллелограмма: если векторы a

G  и b
G  приложены к общему началу и на них 

построен параллелограмм, то сумма ba
GG

+  этих векторов представляет собой 
диагональ параллелограмма, идущую из общего 
начала векторов a

G  и b
G . 

Доказательство свойства 2). 
Выполним следующее построение (см. рис 1.11): 
отложим вектор b

G  от конца вектора a
G , вектор c

G  
от конца вектора b

G . Тогда вектор ba
GG

+  идет из 
начала вектора a

G в конец вектора b
G , вектор cb

GG
+  

идет из начала вектора b
G  в конец вектора c

G , а 
векторы cba

GGG
++ )( )c и (ba

GGG
++  оба идут из начала 

вектора a
G  в конец вектора c

G , т.е. совпадают. 
Доказательство свойства 3). 
Пусть ABa =

G , BB=0
G , так как его начало и конец 

совпадают. Тогда aABBBABa
GGG

==+=+ 0 , что и требовалось доказать. 
Доказательство свойства 4). 
Для любого вектора a

G  существует такой вектор aa
GG

−=′ , для которого 
0)(
GGGGG

=−+=′+ aaaa , что и требовалось доказать. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Произведением a

G
α  вектора a

G  на вещественное число α  
называется вектор b

G , коллинеарный вектору a
G , имеющий длину a

G
⋅α  и 

1.1

C
B

A b
G

 

a
Gba

GG
+  

b
G

 

a
G

Рис. 1.10. Правило параллелограмма
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имеющий направление, совпадающее с направлением вектора a
G  в случае 0>α  и 

противоположное направлению вектора a
G  в случае 0<α . 

Геометрический смысл операции умножения вектора на число: 
при умножении вектора a

G  на число α  вектор a
G  "растягивается в  раз".  α

Операция умножения вектора на число обладает следующими свойствами: 
5) aa

GG
=⋅1  (унитарность); 

6) ( ) ( )aa
GG

αβ=βα  (сочетательное свойство числовых сомножителей); 
7) ( ) aaa

GGG
β+α=β+α  (распределительное свойство векторного сомножителя 

относительно суммы чисел); 
8) ( ) baba

GGGG
α+α=+α  (распределительное свойство сомножителя относительно 

суммы векторов); 
Доказательство свойства 5). 
Докажем, что aa

GG
=⋅1 . Для этого докажем, что векторы 1c a= ⋅

G G
 и  равны. d a=
JG G

1) Вектор  коллинеарен вектору 1c = ⋅
G G

a ad =
JG G

 по определению произведения 
вектора на число. 
2) 1 1d a a a d= ⋅ = ⋅ = =

JG G G G GJ
, то есть векторы c

G
 и d
JG

 имеют одинаковую длину. 

3) Векторы  и 1c a= ⋅
G G

d = a
JG G

 имеют одинаковое направление, так как вектор 1c a= ⋅
G G

 
имеет направление, совпадающее с направлением вектора d a=

JG G
 по определению 

произведения вектора на положительное число. 
Доказательство свойства 6). 
Докажем что ( ) ( )aa

GG
αβ=βα . Обозначим ( )c aα β=

G G
, ( )d aαβ=
JG G

. 

1) Так как α  и β  - числа,  коллинеарен c
G

d
JG

 по определению произведения 
вектора на число. 

( ) ( )2) .c a a a a aα β α β α β αβ αβ= = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = d=
G G G G JG

G

G

G G
 

На рисунке приведен пример взаимного расположения 
векторов 

G
 и 
J

. c d
3) Выпишем варианты взаимного направления 
векторов 

G
 и 
J

. c d
Если 0,β >  aβ

G
 направлен также, как и a

G
. Тогда если 0,α >  вектор ( )c aα β=

G G
 

направлен также, как и , а если a
G

0,α <  вектор ( )c aα β=
G G

 противоположно 

направлен вектору a . 
G

Рис. 1.12. К доказательству 
свойства 6) 

a
G

a
G

β

a
G

)( a
G

βα

a
G

)(αβ

Если 0,β <  aβ
G

 направлен противоположно вектору a
G

. Тогда если 0,α >  вектор 
(c )aα β=

G G
 направлен противоположно a

G
, а если 0,α <  вектор ( )c aα β=

G G
 

направлен так же, как и вектор a
G

. 
Легко заметить, что такое же направление имеет во вскх рассмотренных 
случаях и вектор ( )d aαβ=

JG G
. 

В случае 0α = , 0β = , или  равенство, очевидно, выполняется. 0a =
G

Доказательство свойства 7). 
Докажем, что ( ) aaa

GGG
β+α=β+α . Обозначим ( )c aα β= +

G G
 и d a aα β= +
JG G G

. 
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1) Векторы  и  коллинеарны вектору c
G

d
JG

a
G

 по определению произведения 
вектора на число, и, следовательно, коллинеарны между собой. 
2) Докажем, что c d=

G JG
. 

Пусть для определенности 0, 0,α β α> < β> . 
(См. рис. 1.13.). 

( )c a aα β α β α β= + = + ⋅ = − ⋅
G G

a
G G

 

( ) .

d OB OA AB a a a a

a a

α β α β

α β α β

= = − = − = −

= − = − ⋅

JG G G

G G
=

G G

 

3) Так как по предположению 0, 0,α β α β> < > , 
векторы  и  направлены одинаково. c

G
d
JG

Остальные случаи соотношения величин и 
знаков чисел α  и β  рассматриваются аналогично. 
В случае 0α = , 0β = , или  равенство, очевидно, выполняется. 0a =

G

Доказательство свойства 8). 
Докажем, что ( ) baba

GGGG
α+α=+α

G G
b

. 
G

Обозначим  и ( )c a bα= + d aα α= +
JG G G

. 

1) Если 0α = ,  - утверждение верно. 0c d= =
G JG G

02) Пустьα > . Рассмотрим случай, когда 
векторы 

G
 и  неколлинеарны. Ga b
G

Отложим от точки O векторы  и ba
G

 и сложим их 
по правилу параллелограмма. Полученный 
вектор 

G G
 умножим на число a b+ α . Пусть 

. Обозначим точками  и ( )a b Oα + =
G G JJJG

F A B  концы 

векторов  и  соответственно, с точкой  - 
конец вектора 

G
. Через конец вектора 

a
G

b
G

CG
a b+ OF

JJJG
, отложенного от точки , 

проведем прямые, параллельные векторам 
O

a
G

 и b
G

 и обозначим точки их 
пересечения с продолжениями векторов a

G
 и b

G
 через  и  соответственно. 

Тогда 
D E

OF OD OE
OC OA OB

= =  

в силу подобия треугольников  и  и  и . Следовательно, ODF OAC OEF OBC
OD OAα= , OE OBα= . Но 

JJJ JJJ
 по правилу параллелограмма. Но тогда 

 с одной стороны и 
OD OE OF+ =
G G JJJG

)(OF a bα= +
JJJG G G

OF a bα α= +
JJJG G G

 с другой стороны, что и 
требовалось доказать. Случай 0α <  рассматривается аналогично. 
3) В случае 0α = , 0a =

G G
 или  равенство, очевидно, выполняется. 0,b =

4) Рассмотрим случай, когда векторы a
G

 и b
G

 коллинеарны. 
Докажем вначале следующее утверждение: 
Утверждение. Если a

G  – произвольный вектор какой-либо прямой, то любой 
вектор на этой прямой b

G  может быть записан в виде b a
GG

α= . 
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b
G

a
GДоказательство. Приложим векторы  и  к 

общему началу . Тогда эти векторы расположатся 
на одной прямой, на которой мы выберем начало 
отсчета, масштабный отрезок и положительное 
направление. Возможны 3 случая: 

O

Рис. 1.15. К доказательству 
теоремы. Случай 2) 

a
G b

G

0 A B

1) 00 =⇒= α
GG , 

Рис. 1.16. К доказательству 
теоремы. Случай 3) 

a
G

b
G

0 AB
b

2) a
G  и b

G  направлены в одну сторону, 
3) a

G  и b
G  направлены в разные стороны. 

2) Пусть 0≠= aOA
G , bOB

G . Тогда 0|,||| . (1) >= αα OAOB=

3) 0|,||| .  (2) <αα−= OAOB
Во всех трех случаях b a

GG
α=

ab
. Действительно, выполняются три условия: 

1) | |||||
G G ; α=

2) b
G  и a

G
α  коллинеарны, так как b

G  и a
G  коллинеарны; 

3) b
G  и a

G
α  при любом значении )0,0,0( <=>α  направлены в одну сторону.  

Используем теперь доказанное утверждение для продолжения доказательства 
свойства 8). G
Обозначим , ( )c a bα= +

G G
bd aα α= +

JG G G
. 

Тогда ( ) ( )c a b a aα α γ =
G

= + = +
G G G G

посвойству7 = ( )( )1 aα γ+ =
G

( )1 aα γ= +
G

. 

Но ( )d a b a aα α α α γ= + = + =
JG G G G G

по свойству 6 = ( )a aα αγ+ =
G G

 

( ) (по свойству 7 a a)1α αγ α γ= = + =
G G

+ , т.е. c d=
G JG

, что и требовалось доказать. 
Свойства 1÷8 для векторов, определенных так как это было сделано выше, в 
линейной алгебре служат аксиомами так называемого линейного, или 
векторного, пространства. Таким образом, геометрический вектор 
(направленный отрезок) является вектором линейного пространства. Векторами 
линейных пространств также являются вещественные точки пространств 

, числа, матрицы-столбцы, матрицы-строки и другие объекты. nRRRR ,...,,, 321

То, что аксиомы линейного пространства выполняются как для 
вещественных чисел, так и для геометрических векторов, позволяет 
производить выкладки в векторной алгебре по тем же правилам, по которым 
производятся аналогичные выкладки в алгебре вещественных чисел. 

Базис и координаты 

1.4.1. Декартов прямоугольный базис и декартова система координат 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Базисом в пространстве будем называть три 
некомпланарных вектора, взятые в определенном порядке. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Базисом на плоскости будем называть два неколлинеарных 
вектора на этой плоскости, взятые в определенном порядке. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Базисом на прямой будем называть любой ненулевой 
вектор этой прямой. 
Теорема. Каждый вектор, параллельный какой-либо прямой, может быть 
разложен по базису этой прямой. 
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То есть если a
G  – произвольный вектор какой-либо прямой, то любой вектор 

на этой прямой b
G  может быть записан в виде ab

GG
α= . 

Доказательство. Доказательство этого утверждения было приведено на стр. 8. 
Следствие. Если два вектора ( )zyx aaaa ,,=

G  и ( )zyx bbbb ,,=
G  коллинеарны, то их 

координаты пропорциональны, т.е. 

z

z

y

y

x

x
b
a

b
a

b
a

== . 

Теорема. Каждый вектор, параллельный какой-либо 
плоскости, может быть разложен по базису на этой 
плоскости. 

То есть если a
G  и b

G  – произвольные 
неколлинеарные векторы на плоскости, то любой 
вектор на этой плоскости 

Рис. 1.17. К доказательству 
теоремы 

a
G

a
G

α

b
GO

ba
GG

βα + c
G

b
G

β

с
G  может быть записан в 

виде baс
GGG

β+α= . 
Доказательство. См. доказательство предыдущей 
теоремы. Отложим вектор c

G  от произвольной точки 
 плоскости. Пусть на этой плоскости задан базис 

из векторов 
O

a
G  и b

G . Отложим их также от точки . 
Построим прямые, параллельные векторам 

O
a
G  и b

G , 
через конец вектора c

G .  
Рассмотрим полученный при этом 

параллелограмм. Его стороны равны a
G

α  и b
G

β , а 
диагональ, совпадающая с вектором c

G , равна по 
правилу параллелограмма c ba

GGG
βα += . 

Теорема. Каждый вектор пространства может быть разложен по базису в 
пространстве. 

То есть если a
G , b

G , сG  – три некомпланарных вектора в пространстве, то 
любой вектор d

G  может быть записан в виде cbad
GGGG
γ+β+α= . 

Доказательство. См. предыдущую теорему. Геометрически вектор d
G  

представляет собой пространственную диагональ параллелепипеда, 
построенного на векторах a

G , b
G и сG . 

Замечание. Числа , ,α β γ  называются координатами вектора в соответствующем 
базисе. 
1.4.2. Проекция вектора на ось 

Под проекцией вектора  на ось OL  понимают число  a A=
G JJJG

B

' 'a A B= = ±OL OLa пр
G JGG JJJJ

,  
где 'A  - основание перпендикуляра, опущенного 
на прямую  из точки OL A , а 'B  - основание 
перпендикуляра, опущенного на прямую  из 
точки 

OL
B , знак “+” берется, если направление 

вектора  совпадает с направлением вектора ' 'A B
JJJJJG

Рис. 1.18. К доказательству 
теоремы 

a
G ba

GG
βα +

b
G

b
G

β

c
G

c
G
γ

cba GGG
γβα ++

aGα
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OL
JJJG

, знак “-” берется, если направление вектора ' 'A B
JJJJJG

 противоположно 
направлению вектора OL , , если 

JJJG 0OLa =
G

' 'A B= . 
 Легко заметить, что cosOLпр a a ϕ= ⋅

G G
, с учетом знака и величины cosϕ . 

Докажем, что проекция на ось  суммы векторов  равна сумме 
проекций этих векторов на данную ось, 

OL a b+
G G

OL OL OLпр a b пр a пр b+ = +
G G G G

. 
Действительно, рассмотрим два возможных случая расположения векторов a

G
 и 

 относительно оси OL , (см. рисунки).  b
G

 
         a) OL OL OLпр a b OB OA AB пр a пр b+ = = + = +

G G G G
, 

( )) ,OL OL OL OL OLб пр a b OB OA AB пр a пр b пр a пр b+ = = − = − − = +
G G G G G G

 
что и требовалось доказать. 
Теорема. Разложение вектора по базису единственно. 
Доказательство. Предположим, что существуют два разложения вектора d

G  по 
базису a

G , b
G , c

G : 
cbad
GGGG

111 γβα ++= ; (1) 
cbad
GGGG

222 γβα ++= . (2) 
Вычтем из равенства (1) равенство (2): 

cba
GGGG

)()()(0 212121 γγββαα −+−+−= . 
Так как a

G , b
G , , b

G  и c
G

a
G

c
G - базис, ни один из векторов  не может быть 

выражен через другие при ненулевых коэффициентах,  ⇒ 21 αα = , 2121 , γγββ . ==

Теорема. При сложении двух векторов 1d
G  и 2d

G  их координаты (относительно 
любого базиса) складываются. При умножении вектора 1d

G  на любое число α  все 
его координаты умножаются на это число. 
Доказательство. Пусть cbad

GGGG
1111 γβα ++= , cbad

GGGG
2222 γβα ++= . Тогда в силу свойств 

1-7 линейных операций над векторами 
cbadd
GGGGG

)()()( 21212121 γγββαα +++++=+ , 
cbad
GGGG

)()()( 1111 λγλβλαλ ++= . 
В силу единственности разложения вектора по базису теорема доказана. 

1.4.3. Декартова прямоугольная система координат 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Декартовым прямоугольным 
базисом называется базис из трех взаимно 
перпендикулярных векторов единичной длины. 

z 
( )zyxM ,,2

k
G

j
G

ϕ2π–ϕ 

b
G

a
G

Рис. 1.21. Угол ϕ между 
векторами a

G  и b
G

 

i
G 0 2 y1

1

2
1 y

x

Рис. 1.19. Декартова 
прямоугольная система координат

Эти векторы принято обозначать значками  
kji
GGG

,, . 
Зафиксируем точку  – начало координат и 

отложим от нее базисные векторы 
O

kji
GGG

,, Ox

i

. Ось  
направим по вектору G , ось  – по вектору Oy j

G , ось 
 – по вектору Oz k

G . Полученная таким образом 
система координат называется декартовой 
прямоугольной системой координат. 

Если вектор d
G  имеет координаты , то будем записывать dzyx ddd ,, ( )zyx ddd ,,=

G . 
Пусть ABd =

G , точки А и В (начало и конец вектора) имеют координаты 
. Тогда ),,(),,,( zyxzyx bbbBaaaA xxx abd −= , yyy abd −= , zzz abd −= . 

Декартовы прямоугольные координаты  
вектора 

zd,yx dd ,

d
G  равны проекциям этого вектора на оси  Ox , 

,  соответственно; другими словами,  Oy Oz cosxd d α=
G ,  

cosyd d β=
G ,  coszd d γ=

G . 
Здесь γβα ,,  – углы, которые составляет вектор d

G  с 
координатными осями , ,   соответственно, при 
этом , , 

Ox Oy Oz

cosαcos β γcos  называются направляющими 
косинусами вектора d

G . 
Вектор (cos , cos , cosde )α β=

G γ  представляет собой вектор единичной длины 
данного направления, или орт данного направления. 

1.1.

k
G

γ β

j
G

  
0      i

G
 

1.1.

Oy

Ox

Рис. 1.20. Углы α, β, γ 

Для направляющих косинусов справедливо соотношение  
1coscoscos 222 =γ+β+α . 

Вектор OM , идущий из начала координат в точку M , называется радиус-
вектором точки M . Координаты радиус-вектора OM  и  координаты точки M  
совпадают. 

Скалярное произведение векторов 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Скалярным произведением двух векторов называется 
число, равное произведению длин этих векторов на 
косинус угла между ними. 

b
GСкалярное произведение векторов a

G  и  будем 
обозначать ( )ba

G
ba
GG
⋅ или ( )ba ⋅

G , или G
, . Тогда 

( ) ϕcos, ⋅⋅= baba
GGGG ,  где ),( ba

GG ∧
=ϕ . 

Замечание. Углом между векторами договоримся 
считать тот, который не превосходит π  (рис. 1.21). 
1.4.4. Алгебраические свойства скалярного произведения векторов 

1. ( ) ( )abba
GGGG

,, =  (переместительное свойство); 
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2. ( )( ) ( )baba
GGGG

,, α=α  (сочетательное относительно числового сомножителя 
свойство); 

3. ( )( ) ( ) ( )cbcacba
GGGGGGG

,,, +=+  (распределительное относительно суммы векторов 
свойство); 

4. ( ) 0, >aa
GG , если a

G  – ненулевой вектор, и ( ) 0, =aa
GG , если a

G  – нулевой вектор. 
 
Доказательство свойства 1. 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∧
bababa
GGGGGG

,cos||||, , ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∧

baabab
GGGGGG ,cos||||, . 

Рис. 1.22. К доказательству  
свойства 2) скалярного 
произведения 

a
G

b
G

0, <ααa
G

0, >ααa
G

Доказательство свойства 2. 
( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛αα=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛αα=α

∧∧

bababababa
GGGGGGGGGG ,cos||||||,cos||||, . 

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<α−π

>α
=α

∧

∧
∧

,0),,(

,0),,(
),(

ba

ba
ba GG

GGGG  

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
∧

∧

,0,,cos

,0,,cos
),cos(

α

α
α

ba

ba
ba GG

GG
GG  

( ) ( )babababa
GGGGGGGG

,,cos||||, ααα =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∧
, что и требовалось доказать. 

Доказательство свойства 3 проведем немного позже, после следующей 
теоремы. 
Доказательство свойства 4. 

( ) 22 o 0, если 0,
, | | | | cos , cos 0

0, если 0.

a
a a a a a a a a

a

∧ ⎧> ≠⎪⎛ ⎞= = = ⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ = =⎪⎩

GG
G G G G G G G G

GG  

1.4.5. Выражение скалярного произведения векторов  
в декартовых координатах 

Теорема. Если два вектора a
G  и b

G  определены своими декартовыми 
прямоугольными координатами ( )zyx aaaa ,,=

G , ( )zyx bbbb ,,=
G , то скалярное 

произведение этих векторов равно сумме попарных произведений их 
соответствующих координат, то есть 

( ) zzyyxx babababa ++=
GG

, . 
Доказательство. ( ) ( ) +=++++= ),(,, iibakbjbibkajaiaba xxzyxzyx

GGGGGGGGGG   
 x y x z y x y y y z z x z y z za b ( i , j ) a b ( i ,k ) a b ( j ,i ) a b ( j , j ) a b ( j ,k ) a b ( k ,i ) a b ( k , j ) a b ( k ,k ).+ + + + + + + +

G G GG G G G G G G G G GG G G

Но 1||),cos(||),( 22 ===
∧

iiiiii
GGGGGG , аналогично 1),( =jj

GG , 1),( =kk
GG ;   

⇒=⋅⋅====== ;090cos11),(),(),(),(),(),( ojkikkjijkiji
GGGGGGGGGGGG  ( zzyyxx babababa ++=),

GG . 
Докажем теперь свойство 3 скалярного произведения векторов. 

Доказательство свойства 3 скалярного произведения векторов. 
zzyyxx cbacbacbacba )()()(),(

G G G GGG GG GGG
+++++=+        (1) 
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫

++=

++=

zzyyxx

zzyyxx

cbcbcbcb

cacacaca

),(

),(
GG
GG

                               (2) 

Так как при сложении векторов их проекции на любую ось складываются, 
xxx baba +=+ )(

GG , yyy baba +=+ )(
GG , zzz baba +=+ )(

GG  ⇒ ),(),(),( cbcacba
GGGGGGG

+=+ . 

1.4.6. Геометрические приложения скалярного произведения векторов 

1. ( ) == aaa
GGG

,  <в декартовой системе координат> 
= 222

zyx aaa ++= . 

2. ( )
=

⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧

ba
baba GG

GGGG ,,cos   

<в декартовой системе координат>= 

222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

++⋅++

++
= . 

3. Проекция ab
GGпр  вектора a

G  на вектор b
G  

( )
222

,

zyx

zzyyxx
b

bbb

bababa

b
baa

++

++
== G

GGGGпр . 

4. Необходимым и достаточным условием ортогональности 
(перпендикулярности) двух векторов является равенство нулю их скалярного 
произведения. 

Доказательство свойства 1.  
Так как ⇒== ,||0cos||||),( 2o aaaaa

GGGGG  ),(|| aaa
GGG

= . В декартовой системе координат 

== ),(|| aaa
GGG  222

zyxzzyyxx aaaaaaaaa ++=++ . 
Доказательство свойства 2.  

||||
),(),cos(),,cos(||||),(

ba
bababababa GG

GGGGGGGGGG
=⇒=

∧∧
. В декартовой системе координат 

zzyyxx babababa ++=),(
GG , 222|| zyx aaaa ++=

G , 222|| zyx bbbb ++=
G , 

222222
,cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
ba

++++

++
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒

∧ GG . 

Доказательство свойства 3. 

||
),(

||||
),(||),cos(||пр

b
ba

ba
baabaaab G

GG
GG

GGGGGGGG === . В декартовой системе координат 

zzyyxx babababa ++=),(
GG , 222|| zyx bbbb ++=

G , ⇒
222

пр
zyx

zzyyxx
b

bbb

bababa
a

++

++
=
GG . 

Доказательство свойства 4. 
Необходимость. Пусть векторы a

G  и b
G  ортогональны. Тогда угол 

0),(,0),cos(
2

),( =⇒=⇒=
∧∧

bababa
GGGGGG π . 
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Достаточность. Пусть 0),cos(||||0),( =⇒=
∧

bababa
GGGGGG , это означает, что либо 

2
),(0),cos( π
=⇒=

∧∧
baba
GGGG ; либо 0=a

G , либо 0=b
G

),( ba
GG ∧

⇒  - любой, можно считать, 

2
),( π
=

∧
ba
GG . 

Векторное произведение векторов 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Три вектора называются упорядоченной тройкой (или 
просто тройкой), если указано, какой из этих векторов является первым, какой – 
второй и какой – третьим. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Тройка некомпланарных векторов a

G
b
G

c
G  называется правой 

(левой), если выполнено одно из следующих условий: 
1) если после приведения к общему началу вектор c

G  располагается по ту 
сторону от плоскости, определяемой векторами a

G  и b
G , откуда кратчайший 

поворот от a
G  к b

G  кажется совершающимся против часовой стрелки; 
2) если после приведения к общему началу эти векторы располагаются так, 

как могут быть расположены большой, выпрямленный указательный и 
согнутый средний пальцы правой (левой) руки. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Система координат называется правой, если ее базисные 
векторы образуют правую тройку. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только правые системы координат. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Векторным произведением вектора a

G  на вектор b
G  

называется вектор сG , обозначаемый символом ,с a b⎡ ⎤= ⎣ ⎦
GG G  и удовлетворяющий 

следующим трем требованиям: 
1) длина вектора сG  равна произведению длин векторов a

G  и b
G  на синус угла 

между ними, т.е. , sс a b a b inϕ⎡ ⎤= = ⋅ ⋅⎣ ⎦
G GG G G ; 

2) вектор сG  ортогонален к каждому из векторов a
G  и b

G ; 
3) вектор сG  направлен так, что тройка a

G
b
G
с
G  является правой. 

1.4.7. Алгебраические свойства векторного  произведения векторов 

1.  (антиперестановочность сомножителей);  ,a b b a⎡ ⎤ ⎡= −⎣ ⎦ ⎣
G GG , ⎤⎦

G

, ⎤⎦
GG

⎤⎦
G G

2.  (сочетательное относительно числового сомножителя 

свойство); 

,a b a bα α⎡ ⎤ ⎡=⎣ ⎦ ⎣
GG

3.  (распределительное относительно суммы векторов 

свойство); 

[ ], , ,a b c a c b c⎡ ⎤ ⎡+ = +⎣ ⎦ ⎣
GG G G G

4. [ ] 0,
GGG

=aa  для любого вектора a
G .  

Доказательство свойства 1.  
Пусть ],[ bac

GGG
= , ],[ abd

GGG
= . 

а) Если a
G  и b

G  коллинеарны, то | 0||| == dc
GG . 

б) Если a
G  и b

G  неколлинеарны, то  
1) )b,a(cos||||||||

GGGGGG ∧
== badc . 
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2) c
G  коллинеарен d

G , так как оба перпендикулярны плоскости векторов a
G  и 

b
G , значит, либо dc

GG
= , либо dc

GG
−= . 

3) Но если dc
GG

= , то тройки векторов cba
GGG

,,  и , ,b a c
GG G  обе правые, что 

невозможно, dc
GG

−=⇒ . 
Доказательство свойства 2. 

Рис. 1.24. К доказательству  
свойства 2)  

a
G

b
G

0, <ααa
G

0, >ααa
G

1Ψ
2Ψϕ

Пусть ],[ bac
GGG

α= , ],[ bad
GGG

α= . 
b
G

a
Gа) Если 0=α  или  коллинеарен , то 

00||||
GGGGG

==⇒== dcdc

0

. 
b
G

a
Gб) Если ≠α  и  неколлинеарен , 

Ψ= sin|||||||| bac
GGG

α , ),( ba
GG ∧

=Ψ α , | )babad ,(,sin|||||||
GGGGG ∧

== ϕϕα

0>

. 
1) Если α , то (см. рис) ||| dc

GG
|2Ψ=Ψ ϕ= =⇒ ; 

Если 0α < , то ϕπ −=Ψ=Ψ dc1 ⇒  sin ||||sin
GG

=⇒=Ψ ϕ . 
2) Так как плоскость векторов a

G
α  и b

G  совпадает с плоскостью векторов a
G  и 

b
G , то векторы c

G  и d
G  (перпендикулярные этой плоскости) коллинеарны,  либо ⇒

dc
G , либо dc

GG
−= . G

=

3) Если )0(0 <> αα , то ],[ ba
GG  и ],[ ba

GG
α  одинаково направлены (противоположно 

направлены)  ⇒ c
G  и d

G  всегда одинаково направлены. 
Доказательство свойства 3 проведем после изучения свойств смешанного 
произведения векторов. 
Доказательство свойства 4.  

0],[00sin|||||],[|
G  для любого вектора a

G . GGGGGG
=⇒== aaaaaa
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1.4.8. Выражение векторного произведения векторов в декартовых 
координатах 

Теорема. Если два вектора a
G  и b

G  заданы своими декартовыми прямоугольными 
координатами ( )zyx aaaa ,,=

G , ( )zyx bbbb ,,=
G , то векторное произведение этих 

векторов имеет вид: 
( ), , ,y z z y z x x z x y y xa b a b a b a b a b a b a b⎡ ⎤ = − − −⎣ ⎦

GG  
или в более удобном для запоминания виде  

[ ]
zyx

zyx
bbb
aaa
kji

ba

GGG
GG
=, . 

Доказательство. 
+++=++++= ],[],[],[],[],[ kibajibaiibakbjbibkajaiaba zxyxxxzyxzyx

GGGGGGGGGGGGGG

],[],[],[],[],[],[ kkbajkbaikbakjbajjbaijba zzyzxzzyyyxy

GGGGGGGGGGGG
++++++ , но так как 

00sin11|],[||],[||],[| o =⋅⋅=== kkjjii
GGGGGG , 0],[],[],[ ===⇒ kkjjii

GGGGGG . 
,],[],[ kijji
GGGGG

=−=  ,],[],[ ijkkj
GGGGG

=−=  jkiik
GGGGG

=−= ],[],[ ;  
)()()(],[ zzy babaiba −= xyyxzxxzy babakbabaj −+−+

GGGGG , что и требовалось доказать. 

1.4.9. Геометрические свойства векторного произведения векторов 

Теорема. Модуль вектора [ ]ba
GG

,  равен площади 
 параллелограмма, построенного на 

векторах a

парS
G  и b

G . 
Теорема. Необходимым и достаточным 
условием коллинеарности двух векторов 
является равенство нулю их векторного 
произведения. 
Доказательство первой теоремы. (см. рис. 
1.25) 

Площадь параллелограмма, построенного на векторах a
G  и b

G , равна 
),sin(|||||||||| baabhbBEADSпар
GGGGG ∧

=⋅=⋅= . 
Доказательство второй теоремы. 

Необходимость. Пусть a
G  коллинеарен b

G . Тогда ⋅⋅= |||||],[| baba
GGGG  

0],[0),sin(
0

GGG
�
�	�
GG

=⇒=⋅
∧

baba . 

Достаточность. Пусть [ 0)b,a(sin||||0|],[|0], =⇒=⇒=
∧ GGGGGGGGG

bababa . Тогда  

Рис. 1.25. Параллелограмм, 
построенный на векторах a

G
 и b
G

 

[ ]baS
GG

,=пар  
a
G

b
G

h
ϕ

A

B C

DE

в 

б 

а 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=
∧

.0bлибо

,0aлибо

0,)b,a(sinлибо

GG

GG

GG

 

⇒=⇒=⇒
∧∧

0),(0),sin( baba
GGGG  a

G  коллинеарен b
G ; 

,        ⇒ a
G  коллинеарен b

G . б 

а 

в 
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Смешанное произведение векторов 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Число  называется смешанным произведением 

векторов 
( , ,a b c⎡ ⎤⎣ ⎦

GG )G
a
G , b

G , c
G . 

Теорема. Смешанное произведение ( ), ,a b c⎡ ⎤⎣ ⎦
GG G  равно объему параллелепипеда, 

построенного на приведенных к общему началу векторах a
G , b

G  и c
G , взятому со 

знаком плюс, если тройка a
G

b
G

c
G  правая, и со знаком минус, если тройка a

G
b
G

c
G  

левая. Если же векторы a
G , b

G , c
G  компланарны, то ( ), ,a b c⎡ ⎤⎣ ⎦

GG G  равно нулю. 

Следствие 1. ( ) . (, , , ,a b c a b c⎡ ⎤ ⎡=⎣ ⎦ ⎣
G GG G G )⎤⎦G

Следствие 2. Необходимым и достаточным условием компланарности трех 
векторов является равенство нулю их смешанного произведения. 
Следствие 3. Смешанное произведение трех векторов, два из которых 
совпадают, равно нулю. 
Доказательство. 

а) Если векторы  a
G  и b

G  коллинеарны, то векторы a
G , b

G  и c
G  компланарны и 

. ( )[ , ] 0 [ , ], 0a b a b c= ⇒ =
G GGG G G

б) Пусть векторы a
G , b

G  неколлинеарны. Построим параллепипед на векторах 
a
G , b

G , c
G .  

 Обозначим через  площадь параллелограмма, построенного на векторах aS
G , 

b
G , а через e

G  - единичный вектор направления ],[ ba
GG . Тогда 

G
[ , ] e,a b S=

GG
G

  
, но  

⇒

( ) e[ , ], (e, ) прa b c S c S c= = G
G GG G G c

GG
eпр  с точностью до знака равна  - высоте 

параллелепипеда, опущенной из конца вектора 
h

c
G  

на плоскость, определенную векторами a
G  и b

G . 
Очевидно, c

GG
eпр = , если h e

G  и c
G  лежат по одну 

сторону “плоскости векторов a
G  и b

G “ и c
GG

eпр =- , 
если 

h

e
G  и c

G  лежат по разные стороны “плоскости 
векторов a

G  и b
G “. Таким образом, ( )[ , ],c 0a b >

GG G  при 
правой ориентации тройки векторов a

G , b
G , c

G  и 
 при левой ориентации тройки векторов a( )[ , ], 0a b c <

GG G G , b
G , c

G . 

Рис. 1.26. К доказательству теоремы 

c
G

a
G

h

b
G

e
G

Если же векторы a
G , b

G  и c
G  компланарны, то вектор c

G  лежит в плоскости, 
определенной векторами a

G , b
G , ⇒ c

GG
eпр = 0⇒ ( )[ , ],a b c 0=

GG G .  
Доказательство следствия 1. 

Действительно, с точностью до знака это равенство очевидно, ибо как 
правая, так и левая его части с точностью до знака равны объему 
параллелепипеда, построенного на векторах a

G , b
G  и c

G . Но знаки правой и левой 
частей этого равенства совпадают, так как тройки a

G
b
G

c
G  и b

G
c
G

a
G  имеют 

одинаковую ориентацию. 
Доказанное равенство позволяет записать: 
( ) ( ) ( )[ , ], [ , ], [ , ],a b c b c a c a b= =

G GG G G G G G G
. 
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Это так называемая циклическая перестановка векторов в смешанном 
произведении. Это означает, что можно записывать смешанное произведение 
просто в виде a

G
b
G

c
G , не указывая, какие именно векторы умножаются векторно. 

Доказательство следствия 2. 
Необходимость следует из доказанной выше теоремы. 
Достаточность. Пусть 0=cba

GGG . Предположим, что векторы a
G , b
G , c
G  

некомпланарны. Но тогда на них можно построить параллелепипед с объемом 
. Но 0≠V ||0 cbaV

GGG
=≠ , что противоречит условию 0=cba

GGG ,  векторы ⇒ a
G , b
G , c
G  могут 

быть только компланарны. 
Доказательство следствия 3. 

Пусть совпадают два вектора baa
GGG

,, . Тогда ( ) ( ) 0,0],,[ === bbaabaa
GGGGGGGG . 

Докажем теперь свойство 3 из алгебраических свойств векторного 
произведения:

 [ ],[],[], cbcacba
GGGGGGG

+=+ . 
Доказательство. Умножим скалярно левую часть этого равенства на орт i

G . 
3 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )=+=+=+=+ icbicaicbicaicbaicba
GGG G GGGGGGGGGGG G  ( )icbca

GGGGGGG
],,[],,[],[,],[,],[,],,[

GG
],,[],[ +=  - это правая 

часть равенства, умноженная на орт i
G . Таким образом, мы показали, что 

проекции векторов в левой и правой частях равенства на ось Ох равны. 
Аналогично показываются  равенства для проекций на оси Оу и , ⇒ исходное 
равенство справедливо. 

Oz

1.4.10. Выражение смешанного произведения в декартовых 
координатах 

Теорема. Если три вектора a
G , b

G  и c
G  заданы своими декартовыми     

прямоугольными координатами ( )zyx aaaa ,,=
G , ( )zyx bbbb ,,=

G , ),,,( zyx cccc =
G то 

смешанное произведение a
G

b
G

c
G  равняется определителю, строки которого      

соответственно равны координатам перемножаемых векторов, т.е. 

a
G

b
G

c
G

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

= . 

Доказательство. Вычислим ( )cba
GGG . ],,[

( )+−=+−== yzzy
yx

yx

zx

zx

zy

zy

zyx

zyx babai
bb
aa

k
bb
aa

j
bb
aa

i
bbb
aaa
kji

ba
GGGG

GGG
GG
],[ ( ) xyyxzxxz babakbabaj −+−+ ( )GG ; 

( ) ( ) ( ) ( )
zyx

zyx

zyx

zyyxzzxxzyyzzyx

ccc
bbb
aaa

babacbabacbabaccba =−+−+−=
GGG ],,[  

(последнее равенство очевидно, если разложить определитель по элементам 
третьей строки). 
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Преобразование координат вектора при преобразовании базиса 
 

Пусть 332211 eee
GGGG

xxxx ++=  или, в матричной форме  

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

321

x
x
x

e  e  ex
GGGG . 

Рис. 1.27. Базисы 
( )321 e,e,e

GGG
B  и ( )321 e,e,e ′′′′

GGG
B  

3e′
G

2e′
G

1e′
G

3e
G

2e
G

1e
G

2 1

Возьмем новый базис ( )321 e,e,e ′′′
GGG  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=′
++=′
++=′

,eeee
,eeee

,eeee

3332321313

3232221212

3132121111

aaa
aaa
aaa

GGGG
GGGG
GGGG

 1

или, в матричной форме, 

( ) ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=′′′

333231

232221

131211

321321

aaa
aaa
aaa

e  e  ee  e  e
GGGGGG . 2

Обозначим . 

Тогда  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A

( ) ( )
1 1

1
1 2 3 2 1 2 3 2

3 3

x x
x e   e   e A A x e   e   e x .

x x

−

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G G G G G G G
���	��


��	�


 

При преобразовании базисных векторов по формулам или 
координаты вектора x  в новом базисе B′  321 ,, xxx ′′′  будут выражаться через 
координаты этого вектора  в старом базисе  по формулам 321 ,, xxx B

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
′
′

−

3

2

1
1

3

2

1

x
x
x

A
x
x
x

, 
2e
G

1e
G

j
G

ϕ
ϕ

i
G

Рис. 1.28. Поворот базисных 
векторов вокруг начала О на угол 

где 1−A  - матрица, обратная матрице A , или  
XAX 1−=′ . 

 
Пример. Выведем матрицу преобразования 
координат для поворота базисных векторов на 
угол ϕ  вокруг начала координат. 

⇒+−=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+++=

+=

,cossin

)90sin()90cos(e

,sincose
oo

2

1

ji

ji

ji

GG

GGG

GGG

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

A . 
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Задачи с решениями 
Векторы, базисы, координаты 

 
Задача 1. Задан тетраэдр OABC . В базисе из ребер OA , OB  и OC  найти 
координаты вектора OF , где F  – точка пересечения медиан основания . ABC

Решение. Воспользуемся правилом     треугольника: AKOAAFOAOF
3
2

+=+= . Здесь 

K  – середина ребра CB ; точка F  находится на расстоянии 
3
2  длины медианы, 

считая от вершины A . 
Но ( ) =++=+= BCOBAOBKABAK

2
1  

( )OCBOOBAO +++=
2
1 . 

Подставим AK  в OF : 
( ) ( ) =+−+−=++++= OCOBOBOAOAOCBOOBAOOAOF

3
1

3
1

3
2

3
2

3
1

3
2

( )OCOBOA ++=
3
1 . 

C

N
MA
B

1.1

N'
MA'

B'

Рис. 2.2 (К задаче 2) 

Ответ: 1 1 1, ,
3 3 3

OF ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

JJJG
. 

Задача 2. В пространстве заданы треугольники  и 
; 

ABC
CBA ′′′ M  и M ′  – точки пересечения медиан этих 

треугольников соответственно. Разложить вектор MM ′  
по векторам AA ′ , BB ′ , CC ′ . 
Решение. Пусть  – середина стороны , N BC N ′  – середина стороны . CB ′′

MAAAMAMM ′′+′+=′ . 

1.1 1.1

1.1

1.1 B

O

Рис. 2.1. (К задаче 1) 

Найдем 

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

+=

=

.
2
1

;

;
3
2

CBNB

BANBNA

NAMA

 

  

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

′′=′′

′′+′′=′′

′′=′′−=′′

.
2
1

;

;
3
2

BCBN

ABBNAN

ANMAAM

  
⎢
⎢
⎣

⎡

′++′=′′

′++′=′′

.

;

AABABBAB

BBCBCCBC  

После последовательных подстановок 
=′′+′+=′ MAAAMAMM  
( ) ( )=′′+′′−′++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′−+′+= ABBNAABANBANAANA

3
2

3
2

3
2

3
2  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′+′′−′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ABBCAABACB

2
1

3
2

2
1

3
2  

( ) ( )=′++′−′++′−′++⋅= AABABBBBCBCCAABACB
3
2

3
1

3
2

2
1

3
2 ( )CCBBAA ′+′+′=

3
1 . 
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Ответ: ( )1 ' '
3

AA BB CC+ +
JJJJG JJJJG JJJJG

' .  

b
G

a
G B

A

C'C

Рис. 2.3. (К задаче 3)

Задача 3. В треугольнике  разложить биссектрису ABC
CC ′  по базису векторов CBa  и CAb =

G . =
G

Решение.  Пусть CBa =
G , CAb =

G ,     C ′  – лежит на стороне 
AB . 

( abaCC )GGG
−α+=′ , где 

BA

CB ′
=α . 

Воспользуемся тем, что для биссектрисы 
AC

CA

CB

CB

′
=

′
 и ACCBBA ′+′= .  Отсюда 

следует, что =

′

′
+

=
′+′

′
=

CB

ACACCB

CB

1

1α
ba

a

CB

CA
GG

G

+
=

+

=

1

1

ABC

. 

(Здесь мы воспользовались тем, что  – невырожденный треугольник)  

Итак, ( )
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

++
=α+α−=′

ba

a

ba

b
baCC GG

G
GG

G
GG

,1 . 

Ответ: 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

++
=′

ba

a

ba

b
CC GG

G
GG

G

, . 

Задача 4. Доказать, что точка пересечения медиан треугольника делит каждую 
медиану в отношении 2 , считая от вершины. 1:

Решение.  Пусть A′  – середина стороны , BC B′  – середина стороны . 
Отложим на медиане  

AC

BB ′
3
2  от вершины и поставим  точку . Тогда O

=′+= BBABAO
3
2  

B
( ) =′+=′++= BAABBABAAB

3
2

3
1

3
2 1 1

3 3
AB AC+
JJJG JJJG

. 
OAОтложим 

3
2  по AA ′  и поставим точку M . Найдем 

координаты вектора AM  в базисе векторов AB  и AC . 

AM

( )

2 2 1
3 3 2

2 1
3 3
1 1 1 1,
3 3 3 3

AM AA AB BC

AB BA AC

AB AC

⎛ ⎞′= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + + =

⎛ ⎞= + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

JJJJG JJJG JJJG JJJG

JJJG JJJG JJJG

JJJG JJJG

=

. 

C
Рис. 2.4 (К задаче 4)

Но это координаты вектора AO . Таким образом, точка  и точка O M  
совпадают, это - точка пересечения медиан и она делит медианы AA ′  и BB ′  в 
отношении 2 , считая от вершины. 1:
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Задача 5. Точки E  и F  – середины сторон AD  и  четырехугольника . 
Доказать, что 

BC ABCD

(ABEF +=
2
1 )DC . Вывести теорему о 

средней линии трапеции. 

E 
D

CF B 

A

Рис. 2.5. (К задаче 5) 

Решение.  ⇒

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=

−=

++=

++=

,

,

,

,

EDEA

CFBF

CFDCEDEF

BFABEAEF

( )DCABEF +=⇒
2
1 . 

Если стороны AB CD и  параллельные, то 
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + DC=+= ABDCABEF

2
1

2
1 , что и требовалось 

доказать. 
Переход к новому базису, преобразование координат 

Задача 6. В пространстве  векторы 3R x
G , 321 e,e,e ′′′

GGG  заданы своими координатами в 
базисе ( 321 e,e,e )GGG

=B .  Доказать, что система ( )321 e,e,e ′′′=′
GGG

B  - базис в пространстве  и 
найти координаты вектора 

3R

x
G  в этом базисе, если ( )2,1,1−=x

G , )0,1,1(e1 −=′
G , )1,1,0(e2 =′

G , 
)1,0,1(e3 −=′

G . 
Решение. Проверим, что  - базис в пространстве : B′

)
3R

( ) ( =+−++−−=+−++−=′′′ 3132223121313221321 ee],ee[]ee[]ee[]ee[ee],ee,ee1[eee
GGG GGGGGGGGGGGGGGG G

0eee2eeeeeeeeeeeeeee 321331321132131121 ≠−=−−−+=
GGGGGGGGGGGGGGGGGG , т.е.  - базис. B

Находим координаты вектора x
G  в базисе B′ . 

1-й способ: 321 eee ′+′+′=
GGGG

γβαx . Подставим выражения для 1e′
G , 2e′

G , 3e′
G . 

321 e][][e][e
GGGG

γββαγα ++++−−=x . Но 321 e2ee
GGGG

++−=x , ⇒  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+

−=−−

,2
,1

,1

γβ
βα
γα

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

.1
,1
,0

γ
β
α

Ответ: )1,1,0(ee,1,1,0 32 =′+′====
GGG

xγβα . 
2-й способ: Запишем матрицу A  преобразования координат базиса  к 

базису : 
B

B′

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−
=

110
011
101

A , 

2)101110011(1110111det −=⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−+⋅⋅−=A . 
Найдем 1−A  - обратную матрицу A : 

.1,1,1

,1,1,1

,1,1,1

332313

322212

312111

−===

−=−=−=

=−==

∨∨∨

∨∨∨

∨∨∨

AAA

AAA

AAA

 

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−

−
=∨

11  1  
111
1  11  

A T , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−

−
−=⇒ −

111   
111
1  11  

2
1A 1 . 

Координаты вектора X  в новом базисе обозначим X ′
G . 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−

−
−==′ −

1
1
0

2
2

0

2
1

2  
1  
1

111  
111
1  11  

2
1XAX 1

G
. 

Ответ: . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=′

1
1
0

X
G

Построение ортогонального базиса 
Задача 7. Применяя последовательный процесс ортогонализации Шмидта к 
системе векторов 321 ,, aaa

GGG  пространства , построить ортогональный базис. 3R

)7,3,5();1,0,1();2,2,1( 321 −−=−−=−= aaa
GGG . 

Решение. Процесс ортогонализации состоит в следующем. Из 
неортогонального базиса 321 ,, aaa

GGG  строят новый, ортогональный базис по 
формулам: 

.eee

;
)e,e(
)e,(

;
)e,e(
)e,(

;ee;
)e,e(
)e,(;e

2
)3(

21
)3(

133

22

23)3(
2

11

13)3(
11

)2(
122

11

12)2(
111

GGGG

GG
GG

GG
GGGGG

GG
GGGG

cca

a
c

a
ccaaca

−−=

==−===
 

Проделаем эту процедуру. 
⇒−==−=−= ;

3
1;9)e,e(;3)e,();2,2,1(e )2(

111121 ca
GGGGG  

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−=−+−−=⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= ,

3
1,

3
2,

3
2)2,2,1(

3
1)1,0,1(e

3
1ae 122

GGG  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−=

3
1,

3
2,

3
2e2

G . 

( ) ( ) ( ) ⇒=−===−= ,1;
3
1;1e,e;1e,;3e, )3(

2
)3(

1222313 ccaa
GGGGGG  

).6,3,6(e),6,3,6(
3
1,

3
2,

3
21)2,2,1(

3
1)7,3,5(eee

3

2
)3(

21
)3(

133

−−=⇒−−=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−⋅−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−−−=−−=

G

GGGG
cca  

Осталось отнормировать базис 321 e,e,e
GGG  на 1. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−=′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=′

9
2,

9
1,

9
2e,

9
1,

9
2,

9
2e,

9
2,

9
2,

9
1e 321

GGG . 

Декартов прямоугольный базис.  
Направляющие косинусы и координаты 

Задача 8. Дан модуль вектора 2=a
G  и углы °=α 45 , °=β 60  и °=γ 120 , которые он 

составляет с координатными осями ,  и  соответственно. Вычислить 
проекции вектора 

Ox Oy Oz

a
G  на координатные оси. 

Решение. 245cos2cos =°=α= aax ; 160cos2cos =°=β= aa y ; 1120cos2cos −=°=γ= aaz . 
Задача 9. Даны векторы ( )1,0;2=a

G  и ( )0;1;1−=b
G . Вычислить направляющие 

косинусы вектора ba
GG

2+ . 
Решение. ( ) ( ) ( 1;2;00;1;121;0;22 =−+=+ ba )

GG .  
51202 222 =++=+ ba

GG .   
5

0cos =α ;  
5

2cos =β ;  
5

1cos =γ . 

Задача 10. Может ли вектор составлять с координатными осями следующие 
углы: ,  ,  °=α 45 °=β 60 °=γ 120 . 

 27



Решение. Для направляющих косинусов должно выполняться равенство  
. Проверим его справедливость. 1coscoscos 222 =γ+β+α

1
2
1

2
1

2
2120cos60cos45cos

222
222 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=°+°+°  – равенство выполняется. 

Ответ: Может. 
Задача 11. Даны точки , ( )5;1;3 −A ( )5;2;4 −B , ( )3;0;4−C . Найти 
длину медианы AA ′  треугольника . ABC

Решение. =+=′ BCABAA
2
1  

( ) ( ) ( 6;2;38;2;8
2
110;3;1 −−=−−+−= ) . 

( ) ( ) 7623 222 =−++−=′AA . 
Ответ: 7. 
Задача 12. Коллинеарны ли векторы 1c

G  и 2c
G , построенные по векторам a

G  и b
G , 

если a ( )3;5;9−=
G , ( )2;1;7 −=b

G , bac
GGG

−= 21 , bac
GGG

532 += . 
Решение. ( )( ) ( )8;9;25232;152;7921 −=+⋅−⋅−−⋅=c

G . 
( )( ) ( )1;20;8)2(533;1553;75932 −=−⋅+⋅⋅+⋅⋅+−⋅=c

G .  
Проверим пропорциональность компонент: 

⇒==
z

z

y

y

x

x
c
c

c
c

c
c

2

1

2

1

2

1   должно быть 
20
9

8
25

=− , что неверно. 

Ответ: Нет. 
Скалярное произведение векторов 

Задача 13. 31 =a
G , 42 =a

G , 
3

2, 21
π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧
aa
GG . 

а). Найти 21 aa
GG

+ .  б). Найти ( )2121 2,23 aaaab
GGGGG

+−= . 
Решение. а) ( ) =++=+ 212121 , aaaaaa

GGGGGG  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =++=+++= 2122122111 ,2169,,,, aaaaaaaaaa

GGGGGGGGGG  

13
3

2cos43225 =
π

⋅⋅+= . 

б) ( ) ( ) ( ) =−−+=+−= 2
21221

2
12121 4,2,632,23 aaaaaaaaaab GGGGGGGGGGG

 

( )1 2
23 9 4 , 4 16 27 4 3 4 cos 64 6
3

a a 1π
= ⋅ + − ⋅ = + ⋅ ⋅ ⋅ − = −

G G . 

Ответ: а) 13 . б) 61− . 
Задача 14. ( )4;2;41 −−=a

G , ( 2;3;62 −=a )G . Найти 212 aa
GG

− . 
Решение. ( ) ( ) ( )10;1;22;3;68;4;82 21 −−=−−−−=− aa GG . 

( ) ( ) 10510122 222
21 =−+−+=− aa GG . 

Ответ: 105 . 
Задача 15. Найти косинус угла между векторами AB  и AC , если ( )3;2;1 −−A , 

, . ( )2;1;0 −B ( )5;4;3 −−C

Решение. ( ) ( )( ) ( )1;1;132;21;10 −=−−−−−−=AB .  ( )2;2;2 −−=AC . 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

222111

212121,cos
222222

−=
−++−⋅+−+

−⋅+⋅−+−⋅
=ACAB . 

A

B 

A 

Рис. 2.6. (К задаче 
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Ответ: . 1−

Задача 16. Вычислить синус угла, образованного векторами )1,2,2(−a
G  и )2,3,6(b

G . 
Решение. Найдем вначале косинус нужного угла 

⇒
−

=
++−

=
⋅

⋅+⋅+⋅−
=ϕ ,

21
4

21
2612

499
213262cos  

⇒
⋅

=
−

=−=ϕ−=ϕ ,
21

175
21

1621
21
161cos1sin 2

2

2

2

2
22  

21
175sin ±=ϕ . 

Так как угол между векторами πϕ ≤≤0 , следует выбирать знак +. 

Ответ: 
21
175 . 

Задача 17. Для вектора )1,2,1(−a
G  найти ортогональную составляющую для 

базисного орта j
G  и ортогональную составляющую в плоскости векторов j

G  и k
G .  

Решение. Найти проекцию вектора a
G  на орт j

G :  

2
|1|||

010
||),cos(||пр ==

⋅+⋅+⋅
==

∧

y
zyx

j a
a

aaa
ajaaa G
GGGGGG . 

Таким образом, ортогональная составляющая вектора a
G  вдоль j

G  есть 
jja y
GG

2= . Так как ij
GG

⊥  и kj
GG

⊥ , он ортогонален плоскости векторов i
G  и k

G . 
kjikajaiaa zyx

GGGGGGG 121 ++−=++= ; в плоскости i
G  и 

k
G  лежит составляющая kiaki ,

GGG
=+− . 

Ответ: a kia,j2 k,ij

GGGGG
+−== . 

Задача 18. Показать, что сумма квадратов 
медиан треугольника относится к сумме 
квадратов его сторон, как 3:4. 
Решение. Пусть aCB

G
= , bCA

G
= . Тогда baAB

GG
−= . 

Находим  медианы треугольника babaaCBCBCC
GG

G

C

B

B′ A

A′ C′

a
G

b
G

c
G

Рис. 2.7. (К задаче 18)
GG

2
−

−=′+=′
2
1

2
1

+= , 

( ) 2 2
b ba= − +
G G

GBB BA AB a b
⎛ ⎞

′ ′= + = − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

JJJG JJJG JJJJG G G
, baabACACAA

GGGG
−=+−=′+=′

22
. 

Осталось найти требуемое отношение 
22 2

2 2

2 2 2 2 2

1 1 3 3 3 ( )2 2 2 2 32 2 2
4( ) 2 2 2( )

b aa b a b a b ab

a b a b a b ab

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ = =
+ + − + −

G GG GG G G GG

G G G GG G G G . 

Задача 19. Показать, что четырехугольник -ромб, если , ABCD ( )2;2;1A ( )
)

8;5;3B , 
, . Найти угол при вершине ромба. ( )6;2;3−C ( 0;1;5 −−D

Решение. Найдем ( ;3;2=AB )6 ;  7=AB ; ( )2;3;6 −−−=AD ;  

7=AD ; ( )2;3;6 −−−=BC ; 7=BC ; ;  7=CD , т.е.  ( )6;3;2 −−−=CD

 и  – ромб. Найдем ABCDCDBCADAB ===

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 49

33

2363694

263362,cos
222

−=
−+−+−⋅++

−⋅+−⋅+−⋅
=ADAB . 

Ответ: 
49
33cos . −=ϕ

D

CB 

A 

Рис.2.8. (К задаче 19)
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Задача 20. Доказать, что вектор ( )
2
,

a
baabp
GGGGG

−=  перпендикулярен к вектору a
G . 

Решение. Найдем ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,,,, 2

2
−=−= baab

a
abaabap 0=

GGGGGGGGGGG , что и 

требовалось доказать. 
γ  

b
G

c
G

a
G

C

B

A 

Рис.2.9. (К задаче 

Задача 21. Доказать:  а) теорему косинусов;   
б) теорему Пифагора. 
Доказательство. а). Рассмотрим треугольник , 
построенный на векторах 

ABC
ABa =

G  и ACb =
G . Пусть третья 

сторона cCB
G

= . Тогда bac
GGG

−= , 
( −= ba ) ( ) ( )=−−+== abbabacc

GGGGGGGGGG
,,2222 2  

( ) ⇒γ−+=−+= cos2,2
2222 babababa

GGGGGGGG  теорема косинусов доказана. 
б). Докажем теорему Пифагора. При °=γ 90   

222 bac
GGG

+=  – что и требовалось доказать. 
Задача  22.Доказать, что диагонали ромба взаимно 
перпендикулярны. 
Решение. Пусть ABa =

H  и ADb =
G  – стороны ромба. 

Тогда его диагонали есть baACd
GGG

+==1

a
G G

 и 
G

. Так как мы рассматриваем 
невырожденный ромб, 

2d BD b= = −
JJJG

01 ≠d
G  и 02 ≠d

G , ⇒  

ϕ  

2d
G

 

1d
G

 

b
G

 

a
G  

D 

C

B 

A 

Рис. 2.10. (К задаче 22) ( ) ( ) 0,,cos
21

22

21
21 =

⋅

−
=

⋅

−+
=

dd
ab

dd
abbadd GG

KG
GG
GGGGGG , так как для ромба 

ab
GG

= . 
Векторное произведение векторов 

Задача 23. 11 =a
G , 22 =a

G , 
3

2, 21
π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧
aa
GG . 

а). Найти [ ]21, aa
GG . б). Найти [ ]2121 3,3 aaaa

GGGG
−+ . 

Решение.  а) [ ] 3
3

2sin21, 21 =
π

⋅⋅=aa
GG . 

б) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] =−+−=−+ 221221112121 ,3,9,,33,3 aaaaaaaaaaaa
GGGGGGGGGGGG  

=< так как [ ] [ ] 0,, 2211
GGGGG

== aaaa ,  [ ] [ ]1221 ,, aaaa
GGGG

−=  >=   [ ] 310,10 21 =−= aa
GG . 

Ответ: а) 3 .  б) 310 . 
Задача 24. ( )2;1;31 −=a

G , . Найти ( 1;2;12 −=aG ) [ ]2121 2,2 aaaab
GGGGG

+−= . 
Решение.  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ==−+−= 2112212211 ,4,2,2,,4 aaaaaaaaaab

GGGGGGGGGGG  

( )28,20,12
21
13

11
23

12
21

4
121

2134 −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅+

−
⋅−

−
−

⋅=
−

−= kji
kji GGG
GGG

. 

( ) ( ) ( ) 8341328282012 222 ==++−=b
K . 
Ответ: 834 . 
Задача 25. Найти вектор [ ][ ]AB,BC,ACAB+ , если ( )3;2;2A , ( )4;0;1B , . ( )5;3;2C
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Решение.  ( )1;2;1 −−=AB , ( )2;1;0=AC , ( ) ⇒= 1;3;1BC  
( )3;1;1 −−=+ ACAB . 

[ ] ( )1;2;5
21

31
11
11

12
13

121
131, −=

−−
⋅+

−
⋅−

−
⋅=

−−
= kji

kji
ABBC

GGG
GGG

. 

[ ][ ] ( )7;16;5
125
311,, =

−
−−=+

kji
ABBCACAB

GGG

. 

Ответ: ( ) . 7;16;5

Задача 26. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах a
G  

и b
G , если qpa

GGG
3+= , qpb

GGG
−= 3 , 3=p

G , 5=q
G , ( )

3
2, π

=qp
GG . 

Решение. [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] =−+−=−+== qqpqqpppqpqpbaS
GGGGGGGGGGGGGG

,3,9,,33,3,пар  
=< так как [ ] 0,

GGG
=pp ,  [ ] 0,

GGG
=qq ,  [ ] [ ]pqqp

GGGG
,, −=  >= 

[ ] [ ] 375
2
35310,10,10 =⋅⋅⋅==−= qpqp

GGGG . 

Ответ: 375 . 
Задача 27. В треугольнике с вершинами ( )1; 1; 2A − + , ( )2;6;5 −B ,  найдите 
высоту 

( 1;3;1 −C )

BDh = . 

h
C

B

A

Рис. 2.11. (К задаче 27) 

Решение. Площадь  
[ ] ⇒⋅== AChACABS

2
1,

2
1  

[ ]
AC

ACAB
h

,
=⇒ . 

Найдем JJJ , ( )4; 5; 0AB = −
G ( )0; 4; 3AC = −

JJJG . 

( ), 4 5 0 15, 12, 16 225 144 256 625 25,
0 4 3

i j k
AB AC⎡ ⎤ = − = = + + = =⎣ ⎦

−

KG G
JJJG JJJG

2 2 20 4 3 5 5AC h= + + = ⇒ =
JJJG

. 
Ответ: 5. 
Задача 28. Найти расстояние от точки  с координатами  до прямой, 
проходящей через точки  и 

B )2,6,5( −

(1; 1; 2)A − + )1;3;1( −C . 
Решение. Построим треугольник ABC∆  и опустим высоту || BDh =  из вершины  
на основание  (или его продолжение), см. рис. 2.11 к задаче 27. Тогда 
искомое расстояние равно 

B

AC
|| BDh  и задача свелась к предыдущей. =

Ответ: 5. 

α 

γ

β 

b 
C

a 

B 

c 

A

Рис. 2.12 (К задаче 29) 

Задача 29. Доказать теорему синусов. 
Примечание. Использовать формулу для площади 
треугольника: 

4

a b c
S

R

⋅ ⋅
=

G G G

, т.е. площадь треугольника равна 
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произведению длин его сторон, деленному на четыре радиуса описанной 
окружности. 
Доказательство.  
Рассмотрим треугольник , , ,  – соответствующие стороны,  ABC a b c
α , β ,  – соответствующие углы,  – радиус описанной окружности.  γ R

Требуется доказать равенства: 

2
sin sin sin

a b c R
α β γ
= = = . 

Для невырожденного треугольника длины сторон и синусы углов отличны 
от нуля. Площадь треугольника 

1 1
2 2 4

a b c
S a,b c ,b

R

⋅ ⋅
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⇒

GG GG GG G  

1 1 2
2 2 4

a b c a ca b sin c b sin
R sin sin

γ α
α γ

⋅ ⋅
⇒ ⋅ ⋅ = ⋅ = ⇒ = = R

GG GG GG G . 

Для стороны b  аналогично. 
Задача 30. Доказать, что в треугольнике  с биссектрисой  выполняется 
соотношение  

ABC CC ′

CB CA
BC AC

=
′ ′

. 

Доказательство.  
l1 11) sin ' ;

2 2 2CBC
CS CC CB BC′ ′= ⋅ ⋅ = ⋅ CH  
l1 12) sin .

2 2 2CAC
CS CC CA C A′ ′ ′= ⋅ ⋅ = ⋅ CH  

Отсюда следует, что CB BC
CA C A

′
=

′
, что и требовалось 

доказать. 
Смешанное произведение векторов 

C

B

C'
H

A 

Рис. 2.13 (К задаче 30)

Задача 31. Доказать тождество: cbababca
GGGGGGGG

−=++ )()( . 
Решение. ( ) ( ) ( ) cbaabcabaabcababca

GGGGGGGGGGGGGGGGGG
−=+=+=++ ],[,],[,],[),()()( . 

Задача 32. Доказать, что при любых cba
GGG

,,  векторы ba
GG

− , cb
GG

− , ac
GG

−  компланарны. 

Решение. Вычислим   ( ) =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+−−=−−− accbbbcabaaccbba
GGGG


	�
GGGGGGGGGGGG

],,[],[],[],[],,[
0

N N N N 0
0000

=−=−+−−−= cbacbaacbacaabaccbccacba
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGG , это означает, что векторы компланарны. 

Задача 33. Даны векторы ( )3;1;11 −=a
G , ( )1;2;22 −=a

G , ( )5;2;33 −=a
G . 

а) вычислить объем параллелепипеда, построенного на этих векторах; 
б) вычислить объем тетраэдра, построенного на этих векторах; 
в) определить, будут ли векторы 1a

G , 2a
G , 3a

G  компланарны; 
г) определить,  образует  ли  тройка 1a

G , 2a
G , 3a

G  базис в трехмерном пространстве; 
д) определить, будет ли тройка a1

G
2a
G

3a
G  правой. 
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Решение. 

а). пар

1 1 3
2 2 1 7

3 2 5
7abc

−
= = − = − =

−

GG GV .  Ответ: 7. 

б). 
6
7

6
1

== партетр VV .   Ответ: 
6
7 . 

в). Так как V , векторы некомпланарны.  Ответ: Нет 0≠

г). Следовательно, они образуют базис в трехмерном пространстве. Ответ: Да. 
д). Так как 07 <−=cba

GGG , то тройка 1a
G

2a
G

3a
G  – левая. Ответ: Левая. 

Задача 34. В тетраэдре с вершинами в точках ( )1;1;1A , ( )2;0;2B , , ( )2;2;2C ( )3;4;3 −D  
вычислить высоту hDE = . 
Решение. ( )1;1;1 −=AB , ( )1;1;1=AC , ( )4;3;2 −=AD . 
1) [ ] hACABhSV ⋅⋅== ,

2
1

3
1

3
1

осн ; 

2) [ ]( )ADACABVV ,,
6
1

6
1

== пар ; ⇒  

( ), ,

,

12
3 2

2 2

AB AC AD
h

AB AC

⎡ ⎤⎣ ⎦
= =

⎡ ⎤⎣ ⎦
−

= =

JJJG JJJG JJJG

JJJG JJJG
. 

Ответ: 23 . 
Задача 35. Найти расстояние от плоскости, 
проходящей через точки , , C  до точки )1,1,1(A )2,0,2(B )2,2,2( )3,4,3( −D . 
Решение. Строим тетраэдр  и находим его высоту ABCD 23|| =DE  (см. 
предыдущую задачу). 
Ответ: 23 . 
Задача 36. Образуют ли базис в пространстве  векторы 3R )0,0,1(=a

G , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1,

2
1,0b

G , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2
1,

2
1,0c

G ? Будет ли он ортонормированным? 

Решение. Три вектора в пространстве  образуют базис, если они 
некомпланарны, то есть их смешанное произведение не равно 0. 

3R

⇒==

−

= ,1

2
200

2
1

2
10

001

2
1

2
10

2
1

2
10

001
cba
GGG  

эти три вектора образуют базис. Найдем длины векторов: 
2 2

2 2 2 2 1 1| | 1 0 0 1, | | 0 1
2 2

a b ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

GG , 1
2

1
2

10||
22

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=c

G . 

Найдем углы между векторами: 
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0
11

2
10

2
1001

,cos =
⋅

⋅+⋅+⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧
ba
GG , 

0
11

2
10

2
1001

,cos =
⋅

⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧
ca
GG , 

0
11

2
1

2
1

2
1

2
100

,cos =
⋅

⋅+⋅−⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧
cb
GG . 

Таким образом, это ортонормированный базис. 
Задача 37. Дать алгебраическое доказательство того, что смешанное 
произведение трех компланарных векторов равно нулю. 
Решение. Даны три компланарных вектора a

G , b
G , c

G . Докажем, что ( ) 0],,[ =cba
GGG . 

1-й случай. a
G  коллинеарен b

G ( ) 0],,[0],[ =⇒=⇒ cbaba
GGGGGG . 

2-й случай. Пусть a
G  неколлинеарен b

G . Тогда они образуют базис на 
плоскости, поэтому в силу компланарности a

G , b
G , c

G  имеем bac
GGG

βα += . Найдем  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0],,[],,[],,[],,[],,[ =+=+=+ abbbaabbaabababa

GGGGGGGGGGGGGGGG
βαβαβα . 

Задача 38. Доказать, что четыре точки )1,2,1( −A , , )5,1,0(B )1,2,1(−C , , лежат в 
одной плоскости. 

)3,1,2(D

Решение. Точки  лежат в одной плоскости тогда и только тогда, когда 
векторы 

DCBA ,,,

ADACAB ,,  компланарны, то есть 0=⋅⋅ ADACAB . Вычислим  

028122
411
202
611

=−−+−=
−

−
−−

=⋅⋅ ADACAB , 

что и требовалось доказать. 
Разные задачи 

Задача 39. Упростить выражение: ],[],[],[ kjikkijkji
GGGGGGGGGG

++++−+ . Здесь использованы 
стандартные обозначения. 
Решение. )(],[],[],[ jkkijikji

GGGGGGGGG
−+=+=+ , где   - базисные векторы прямоугольной 

декартовой системы координат, т.е. три взаимно перпендикулярных вектора 
единичной длины и составляют правую тройку. Для них справедливо: 

kji ,,

jkijikikjkji
GGGGGGGGGGGG

−==== ],[,],[,],[,],[  ( jki
GGG

,,  - левая тройка). 
Аналогично: ikkjijkij

GGGGGGGGG
+−=+=+ ],[],[],[  ( kij

GGG
,,  - левая тройка), 

kjjkikkjik
GGGGGGGGGG

−=+=++ ],[],[],[ ,  искомая сумма: 
)(222 ikikijikjk
GGGGGGGGGG

−=−=−+−+− . 
Ответ: )(2 ik

GG
− . 

Задача 40. Вычислить: 
1) )44,33()22,( babababa

GGGGGGGG
++⋅++ . 

2) ]]44,33[],22,[[ babababa
GGGGGGGG

++++ . 
Решение.   

1) ( ) =+++=++ ),(2,2),(2),(2)22,( bbabbaaababa
GGGGGGGGGGGG Abbbaaa 2),(2),(4),(2 =++=

GGGGGG , 
где ),( aa

GG , ),( ba
GG , ),( bb

GG  - числа, т.е. A  - число.  
Abbbaaababa 12),(12),(24),(12)44,33( =++=++

GGGGGGGGGG .  
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Окончательно  
422 )(24)],(),(2),[(21224122 babbbaaaAAA

GGGGGGGG
+=++⋅==⋅ . 

Ответ: 4)(24 ba
GG

+ . 
 2) 0],[2],[2],[2],[2]22,[

GGGGGGGGGGGGG
=+++=++ bbabbaaababa , так как 0],[],[

GGGGG
== bbaa , ],[],[ abba

GGGG
−= ; 

аналогично [ 0]44,33
GGGGG

=++ baba ; [ 0]0,0
GGG

= = и | 0|0
G

. 
Ответ: 0. 
Задача 41. Дан параллелограмм . Доказать, что его площадь в два раза 
меньше площади параллелограмма , противоположные стороны 
которого соответственно параллельны и равны диагоналям  и  исходного 
параллелограмма.  

ABCD

1111 DCBA

AC BD

Решение. Пусть bADaAB
GG

== , . |],[| baS ABCD

GG
= . Пусть bad

GGG
+=1  и abd

GGG
−=2  - диагонали 

параллелограмма . ABCD

1 1 1 1
| [ , ] | 2 | [ , ] | 2A B C D ABCDS a b b a a b S= + − = =

G G GG G G . 
Задача 42. Векторы a

G , b
G , c

G , d
G  связаны соотношением ],[],[ dcba

GGGG
= , ],[],[ dbca

GGGG
= . 

Доказать, что векторы )( da
GG

−  и ( )cb
GG

−  коллинеарны. 
Решение. Найдем −=+−−=−− ],[],[],[],[],[],[ dccdbdcabacbda

GGGGGGGGGGGGGG  0],[],[],[
GGGGGGG

=−+− dcdbdb  - эти 
векторы коллинеарны. 
Задача 43. Доказать тождество [[ )()(]],[],, dcbadcabdcba

GGGGGGGGGGGG
−=

).

. 
Решение. Воспользуемся формулой для двойного векторного произведения  

,(),(]],[,[ baccabcba
GGG GGGGGG

−=  
Тогда [[ )()())],,([)],,([(]],[],,[[]],[],, dcbadcabadcbbdcabadcdcba

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGG
−=−−=−= . 

 Задача 44. На стороне AB AC и диагонали  
параллелограмма  взяты соответственно точки ABCD E  
и F  так, что AB

n
AE ⋅=

1  и AC
n

AF
1

1
+

= . Доказать, что 

точки E , F  и  лежат на одной прямой и определить 
отношение отрезков 

D
EF  и FD . 

A

E

B

F

D

C

Рис 2 15 (К задаче 44 )
Решение. Пусть aAB

G
= , bAD

G
= .  Тогда ACba =+

GG .  
1 1 1( )

1 ( 1)
EF AF AE a b a a b

n n n n n
= − = + − = − +

+ +

JJJG JJJG JJJG G GG G G 1
1+

. 

b
n

na
n

ba
n

bAFADFD
GGGGG

11
1)(

1
1

+
+

+
−=+

+
−=−= .  

Отсюда 
n

FDEF 1||:|| ,  = FDEF || , то есть точки E , F ,  лежат на одной прямой.  D

Ответ: 
n

FDEF 1||:|| . =

Задача 45. Длины базисных векторов 321 e,e,e GGG  в пространстве равны 
соответственно 2,2,1 , а углы между ними равны: 

o
32

o
31

o
21 135e,e,45e,e,120e,e =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧∧∧ GGGGGG . Вычислить объем параллелепипеда, 

построенного на векторах, имеющих в этом базисе координаты )2,0,1(−=a
G , 

)3,1,1(=b
G , )1,1,2( −=c

G . 
Решение.  
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( )
( )

.eee10)4231(eee

eee4eee2eee3eee

eee2],e,e[2]e,e[2]e,e[3]e,e[

eee2],e3ee,e2e[||

321321

123213231321

32123133121

32132131

GGGGGG

GGGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGG

GGGGGGGGGGG

=−−−−=

=+−+−=

=+−++−−=

=+−+++−== cbaV

 

Осталось найти |eee| 321
GGG . Выберем декартову систему координат так, чтобы Ох 

была направлена по  лежал в плоскости , тогда 21 e,e GG Oxy )0,0,1(e1 =
G , 

)0,3,1()0,120sin2,120cos2(e oo
2 −−==
G . 

Найдем 3e
G . Предположим, что он имеет декартовые координаты ),,(e3 zyx=

G . 
Воспользуемся известными углами между векторами 1e

G , 2e
G , 3e

G  и их длинами: 

1
2
2245cos21)e,e( o

31 ==⋅=
GG .С другой стороны 

xzyxzzyyxx =⋅+⋅+⋅=++= 001eeeeee)e,e( 31313131
GGGGGGGG , 1=⇒ x . 2135cos22)e,e( o

32 −==
GG .С другой 

стороны, 
 yxzyx 3031)e,e( 32 −−=⋅+−⋅−=

GG , yx 312 −−=−⇒ , 
3

1,311 =⇒=⇒= yyx . 

Так как 
3
2,2|e| 222

3 ±=⇒++== zzyx
G . Тогда  

2

3
2

3
11

031
001

|eee| 321 =

±

−−=
GGG . 

Ответ: 210 . 
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Задания для самостоятельной работы 
Вариант 1 

1.1 Задан тетраэдр . В базисе из ребер OABC OA , OB  и OC  найти координаты 
вектора DE , где  и D E  – середины ребер OA  и BC . 

2.1  Вычислить направляющие косинусы вектора ( )16;15;12 −−=a
G . 

3.1 Даны две смежные вершины параллелограмма ( )6;2−A ,  и точка 
пересечения его диагоналей 

( 8;2B )
( )2;2M . Найти две другие вершины. 

4.1 2=a
G , 3=b

G , 
3

, π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧

ba
GG . Вычислить:  а) ( )baba

GGGG
32,2 −+ ; 

б) [ ]baba
GGGG

32,2 −+ . 

5.1 Найти скалярное и векторное произведение векторов ( )3;2;1=a
G  и ( )2;1;1=b

G . 

6.1 Вычислить длину диагоналей параллелограмма, построенного на векторах 

qpa
GGG

3−= , qpb
GGG

25 += , если известно, что 22=p
G , 3=q

G  и 
4

, π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧

qp GG . 

7.1 Даны векторы ( )4;2;41 −−=a
G ,  ( )2;3;62 −=a

G . Вычислить: 
а) ( )21, aa

GG ;     б) ( )2121 2,32 aaaa
GGGG

+− ;     в) ( )221 aa
GG

− ;   г) 212 aa
GG

− . 

8.1 Убедиться, что треугольник с вершинами ( )1;2;1A , , ( )7;1;3 −B ( )2,4,7 −C  – 
равнобедренный. 

9.1 Доказать, что . , 2 ,a b a b a b⎡ ⎤ ⎡− + =⎣ ⎦ ⎣
G G GG G G ⎤⎦

10.1 Составляют ли векторы ( )1;1;1 −−−=a
G , ( )3;1;2 −−=b

G , ,c a b⎡ ⎤= ⎣ ⎦
GG G  ортогональный 

базис трехмерного пространства? 
11.1 Векторы 1a

G , 2a
G , 3a

G  образуют правую тройку, взаимно перпендикулярны и 
41 =a

G , 22 =a
G , 33 =a

G . Вычислить [ ]( )321 ,, aaa
GGG . 

12.1 Доказать, что при любых  cba
GGG

,,  векторы ba
GG

− , cb
GG

− , ac
GG

−  компланарны. 

13.1 Проверить, компланарны ли векторы: kjia
GGGG

++−= 2 , kjib
GGGG

32 +−= , 
kjic
GGGG

71314 +−= . 

14.1 Упростить выражение [ ] [ ] [ ]kjikkijkji
GGGGGGGGGG

++++−+ ,,, . 

15.1 Доказать тождество  [ ] ( ) ( )
( ) ( )bbba

baaaba GGGG

GGGGGG
,,
,,,

2
= . 

16.1 При каком значении x  четырехугольник с вершинами в точках , 
, , 

)1;;1( xA

)1;4;4(B )1;1;7(C )1;2;4( −D  является ромбом? 

17.1 Смешанное произведение векторов 321 e,e,e
GGG

 равно 2
1

. Вычислить объем 
параллелепипеда, построенного на векторах, имеющих в это базисе 
координаты , , . )2;0;1(− )3;1;1( )1;1;2( −
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Вариант 2 
1.2. В тетраэдре  медиана OABC AL   грани АВС делится точкой M  в отношении 

7:3: =MLAM . Найти координаты вектора OM  в базисе из ребер OA , OB , OC . 

2.2. Найти единичный вектор, сонаправленный вектору kji
GGG

632 ++ . 

3.2. Определить координаты вершин треугольника, если известны середины его 
сторон , ( )4;2 −K ( )1;6M , . ( )3;2−N

4.2. 1=a
G ,  2=b

G ,  
4

b,a π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧ GG . Вычислить:  а) ( )baba

GGGG
−+ ,2 ; 

б) [ ]baba
GGGG

−+ ,2 . 

5.2. Найти скалярное и векторное произведение векторов ( )1;1;0=a
G  и ( )4;2;1−=b

G . 

6.2. Известно, что 21 62 eeAB
GG

−=  и 213 eeAC
GG

+= , где 1e
G  и 2e

G  – взаимно 
перпендикулярные орты. Определить углы треугольника . ABC

7.2. Даны векторы ( )4;2;41 −−=a
G ,  ( )2;3;62 −=a

G . Вычислить: 
д) 21

aa
GGпр ;     е) 12

aa
GGпр ;    ж) направляющие косинусы вектора 1a

G ; 
з) ( )21 2

21
aaaa
GGGG −+пр . 

8.2. Даны вершины четырехугольника ( )2;2;1 −A , ( )0;4;1B , , ( )1,1,4−C ( )3;5;5 −−D . 
Доказать, что диагонали  и  взаимно перпендикулярны. AC BD

9.2. 5== ba
GG , 

4
b,a π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧ GG . Вычислить площадь треугольника, построенного на 

векторах ba
GG

2−  и ba
GG

23 + . 
10.2. Вычислить синус угла, образованного векторами ( )1;2;2−=a

G , ( )2;3;6=b
G .  

11.2. Вектор x
G  перпендикулярен векторам ( )1;3;21 =a

G , ( )3;2;12 −=a
G  и ( ) 62, −=+− kjix

GGGG . 
Найти x

G . 
12.2. Доказать тождество ( )( )( ) 05422 =+++−++ cbacbacba GGGGGGGGG . 

13.2. Проверить, компланарны ли векторы kjia
GGGG

32 −+= , kjib
GGGG

223 +−= , kjic
GGGG

+−= 4 . 

14.2. Упростить выражение [ ] [ ] [ ]acbbcbaccba
GGGGGGGGGGG

,,, −++++++ . 

15.2. Вычислить: а) ( ) ( )( ), 2 2 3 3 , 4 4a b a b a b a b+ + + +
G G G GG G G Gi ; 

б) [ ] [[ ]]babababa
GGGGGGGG

44,33,22, ++++ . 

16.2. Даны вершины четырехугольника , , , )2;3;2(A )2;3;1(B )5;3;4(−C )6;2;3( −D . 
Доказать, что его диагонали взаимно перпендикулярны и найти угол при 
вершине A . 

17.2. Найти координаты вектора x
G , если он перпендикулярен векторам 

)1;3;2(1 −=a
G  и )3;2;1(2 −=a

G , а также удовлетворяет условию 10)72( =−+ kjix
GGGG . 
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Вариант 3 

1.3. Вне плоскости параллелограмма  взята точка . В базисе из ребер ABCD O OA , 
OB , OC  найти координаты вектора OM , где M  – точка пересечения 
диагоналей параллелограмма.  

2.3. Отрезок с концами в точках ( )2;3 −A , ( )4;6B  разделен на три равные части. 
Найти координаты точек деления. 

3.3. Найти единичный вектор a
G , параллельный вектору ( )6;7;6 −=b

G . 

4.3. 5=a
G ,  3=b

G ,  
6

b,a π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧ GG . Вычислить:  а) ( )baba

GGGG
−+ 3, ;   б) [ ]baba

GGGG
−+ 3, . 

5.3. Найти скалярное и векторное произведение векторов ( )1;0;1 −=a
G  и ( )2;2;2=b

G . 

6.3. Найти угол, образованный единичными векторами 1e
G  и 2e

G , если известно, 
что векторы 21 2eea

GGG
+=  и 21 45 eeb

GGG
−=  перпендикулярны. 

7.3. Найти длины сторон и величины углов треугольника с вершинами 
, , . ( )4;2;1 −−A ( )0;2;4 −−B ( )1,2,3 −C

8.3. Из вершины квадрата проведены прямые, делящие противоположные 
стороны пополам. Найти угол между этими прямыми. 

9.3. Заданы векторы ( )2;1;31 −=a
G , ( )1;2;12 −=a

G . Найти: а) [ ]21, aa
GG ; 

б) [ ]221 ,2 aaa
GGG

+ ; в) [ ]2121 2,2 aaaa
GGGG

+− . 

10.3. Проверить, имеют ли место тождества: 
а) [ ] [ ] [ ];   б) [ ] [ ] [ ] [ ]bbbaaababa

GGGGGGGGGG
,,2,, +±=±± ;   в) [ ] 222

, baba
GGGG

= . bbaababa
GGGGGGGG

,,, −=−+

11.3. Заданы векторы ( )3;1;11 −=a
G , ( )1;2;22 −=a

G , ( )5;2;33 −=a
G . Вычислить 321 aaa

GGG . 
Какова ориентация троек: 
а) 1a

G , 2a
G , 3a

G ;     б) 2a
G , 1a

G , 3a
G ;     в) 1a

G , 3a
G , a2

G ? 

12.3. Вычислить объем тетраэдра , если OABC jiOA
GH

43 += , kjOB
GG

+−= 3 , kjOC
GG

52 += . 

13.3. При каком значении λ  векторы cba
GGG

,,  будут компланарны: ( )1;3;λ=a
G , 

( )2;1;5 −=b
G , ( )4;5;1−=c

G ?  

14.3. Упростить выражение 2 , ,a b c a b c a b⎡ ⎤ ⎡+ − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎤⎦
G G GG G G G G . 

15.3. Даны векторы ( )1;3;2 −=a
G , ( )2;1;3−=b

G , ( )3;2;1=c
G . Вычислить   и  

. 

, ,a b c⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦
GG G

, ,a b c⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦
GG G

16.3. Показать, что четырехугольник с вершинами , , )8;5;3(),2;2;1( BA )6;2;3(−C )0;1;5( −−D  
- ромб. Найти косинус острого угла при вершине ромба. 

17.3. Найти длину и направляющие косинусы вектора 
),(
],[

ABa
ABad G

GG
= ; 

)0;3;1();1;0;2();3;1;2( BAa −−=
G . 
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Вариант 4 

1.4. Дан параллелепипед . Принимая за начало координат вершину 1111 DCBABCDA

A , а за базисные векторы AB , AD  и 1AA , найти координаты: 
а) вершин ; 
б) точек 

11,, CBC

K  и  – середин ребер  и ССL 11BA 1 соответственно. 

2.4. Определить координаты точки M , если ее радиус-вектор составляет с 
координатными осями одинаковые углы и его модуль равен 3. 

3.4. Даны векторы ( )1;0;2=a
G , ( )0;1;1−=b

G , ( )3;1;0 −=c
G . Вычислить направляющие 

косинусы вектора ba
GG

2+ . 

4.4. 2=a
G , 1=b

G ,  
3

b,a π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧ GG . Вычислить:  а) ( )baba

GGGG
3,2 +− ; б) [ ]baba 3,2 +−

GGG . 

5.4. Найти скалярное и векторное произведение векторов ( )3;7;4=a
G  и ( )1;1;0=b

G . 

6.4. 31 =a
G ,  42 =aG ,  

3
2a,a 21
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧ GG . Вычислить ( )221 aa

GG
+ . 

7.4. Показать, что четырехугольник  – ромб, если ABCD ( )2;2;1A , , ( )8;5;3B ( )6,2,3−C , 
. Найти угол при вершине ромба. ( 0;1;5 −−D )

8.4. Параллелограмм  построен на векторах OBCA kjiOA
GGG

2+−= , kjiOB
GGG

462 +−= . 
Точка M  – середина стороны . Найти угол между OM  и диагональю OC . AC

9.4. Вычислить площадь треугольника с вершинами А(1;1;1), В(2;3;4), С(4;3;2). 
10.4. Убедиться, что векторы jia

GGG
34 += , kb

GG
5=  могут быть взяты за ребра куба. 

Найти третье ребро cG . 
11.4. Установить, образуют ли векторы 1a

G , 2a
G , 3a

G  базис в пространстве всех 
векторов, если: 
а) ( )1;3;21 −=a

G , ( )3;1;12 −=a
G , ( )11;9;13 −=a

G ; 
б) ( )1;2;31 −=a

G , ( )2;1;22 =a
G , ( )2;1;33 −−=a

G . 

12.4. Вычислить объем тетраэдра с вершинами в точках , ( )2;1;1A ( )3;1;1−B , 
, . ( )4;2;2 −C ( )2;0;1−D

13.4. При каком значении  векторы λ cba
GGG

,,  будут компланарны: ( )1;2;1 λ=a
G , 

( )0;;1 λ=b
G , ( )1;;0 λ=c

G ? 

14.4. Упростить выражение  2 , 3 , 4 ,i j k j i k k i j⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
G G GG G G G G G . 

15.4. Даны три вектора: ( )1;1;1 −=a
G , ( )1;1;5=b

G , ( )2;3;0 −=c
G . Вычислить ( ) ( )baccab

GGGGGG
,, − . 

16.4. При каком значении x  четырехугольник с вершинами ),2;1;3( −A  
 является трапецией? )3;5;3(),3;1;1(),1;;1( −−−− DCxB

17.4. Найти вектор x
G
, удовлетворяющий условиям 3),( =ix

GG
, kjix

GGGG
+−= 2],[ . 
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Вариант 5 
1.5. Дан параллелепипед . Принимая за начало координат вершину 1111 DCBABCDA

A , а за базисные векторы AB , AD , 1AA , найти координаты: 
а) точек M  и  пересечения диагоналей граней  и ; 
б) точки О пересечения диагоналей параллелепипеда. 

N 1111 DCBA 11AABB

2.5. kjia
GGGG

432 ++= , kjib
GGGG

++= . Найти направляющие косинусы вектора ba
GG

2− . 

3.5. Даны вершины треугольника ( )3;2;1−A , ( )4;3;5 −B , ( )6;1;2C . Разложить векторы, 
совпадающие с его сторонами, по основным ортам i

G , j
G , k

G . 

4.5. 1=a
G , 2=b

G ,  
6

, π
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧
ba
GG . Вычислить:  а) ( )baba

GGGG
++ ,7 ; 

б) [ ]baba ++
GGG

,7 . 

5.5. Найти скалярное и векторное произведение векторов ( )0;1;0=a
G  и ( )3;11;7=b

G . 

6.5. Вычислить ( )baba

GGGG −+ 2пр , если 1== ba
GG   и  °=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧

120b,a
GG . 

7.5. Доказать, что четырехугольник с вершинами ( )6;5;3−A , , ( )7;5;1 −B ( )1,3,8 −−C , 
 – квадрат. ( 2;7;4 −D )

8.5. Найти угол между биссектрисами координатных углов  и . xOy yOz

9.5. Найти вектор ]],[,[ ABBCACAB + , если ( )3;2;2A , ( )4;0;1B , ( )5;3;2C . 

10.5. Вычислить площадь параллелограмма, диагоналями которого служат 
векторы 212 ee

GG
−  и 21 54 ee

GG
− , где 1e

G  и e2
G  – единичные векторы и 

4
, 21

π
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧
ee
GG . 

11.5. Доказать, что 321321 aaaaaa
GGGGGG

⋅⋅≤ . В каком случае имеет место знак 
равенства? 

12.5. Даны точки ( )1;0;1A , , ( )2;;4 xB ( )5;3;3C , ( )0;1;4D . При каком значении x  они 
лежат в одной плоскости? 

13.5. Доказать, что четыре точки ( )1;2;1 −A , ( )5;1;0B , ( )1;2;1−C , ( )3;1;2D  лежат в одной 
плоскости. 

14.5. Найти вектор , ,a a b a a b⎡⎡ ⎤ ⎡+ +⎣ ⎦ ⎣⎣
G

, ⎤⎤⎦⎦
GG G G G , если ( )3;1;2 −=a

G , ( )1;1;1 −=b
G . 

15.5. Даны три вектора: ( )1;1;1 −=a
G , ( )1;1;5=b

G , ( )2;3;0 −=c
G . Вычислить 

( )( cbbaca )GGGGGG
,,22 ++ . 

16.5. При каком значении x  четырехугольник с вершинами , , 
 и  является параллелограммом? 

) )4;1;2( −A 5;3;(xB

)3;2;7(C )6;0;8( −D

17.5. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах 21 ee2
GGG

−=a  и 

21 e3e
GGG

+=b , если 1e
G  и 2e

G  - единичные векторы и 
2
1)e,e( 21 −=

GG . 
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Ответы к задачам для самостоятельной работы 

Ответы к варианту 1 

1.1. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1;

2
1;

2
1 . 

2.1. 
25
12cos =α ,  

25
15cos −=β ,  

25
16cos −=γ . 

3.1. , . ( )2;6 −C ( )4;2 −D

4.1. а) .  б) 23− 324 . 
5.1. 9  и  . ( )1;1;1 −

6.1. 15;   593 . 
7.1. а) 22;     б) ;     в) 41;     г) 200− 105 ; 
10.1. Да. 
11.1. 24. 
13.1. Да. 
14.1. ( )ik

GG
−2 . 

16.1.    . 1=x
17.1.    5. 

Ответы в варианту 2 

1.2. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

20
3;

20
3;

10
7 . 

2.2. .
7
6;

7
3;

7
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

3.2. , , ( )2;6 −−A ( )8;2B ( )6;10 −C . 
4.2. а) 27 +− .  б) 23 . 
5.2. 6  и  . ( )1;1;2 −

6.2. 
2
π

=∠ A ;  
5

2arccos=∠B ;  
5

1arccos=∠C . 

7.2. д) 
3

11 ;     е) 
7
22 ; ж) 

3
2cos =α ,  

3
1cos −=β ,  

3
2cos −=γ ;  з) 

129
84

− . 

9.2. 250 . 
10.2. 

21
175 . 

11.2. ( )3;3;3−=x
G . 

13.2. Нет. 
14.2. [ ]ca

GG
,2 . 

15.2. а) ( 4
24 ba )GG

+ ;     б) 0. 

16.2. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

42
1arccos . 

17.2. . )1,5,7(
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Ответы к варианту 3 

1.3. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;0;

2
1 . 

2.3. (   и  . )0;4 ( )2;5

3.3. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

11
6;

11
7;

11
6a

G   или  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

11
6;

11
7;

11
6a

G . 

4.3. а) 31566 + .  б) 30. 
5.3. 0  и  . ( )2;4;2 −

6.3. 
3

, 21
π

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧
ee
GG . 

7.3. 5== ACAB , 25=BC ;  
2
π

=∠ A ,  
4
π

=∠=∠ CB . 

8.3. . 8,0cos =α

9.3. а) ;      б) ( 7;5;3− ) ( )14;10;6− ;      в) ( )28;20;12− . 
10.3. а). Нет.      б). Нет.     в). При ba

GG
⊥ . 

11.3. а) Левая;     б) правая;     в) правая. 
12.3. 

2
17 .   13.3.  .  14.3.  3− [ ]ca

GG
, . 

15.3.  ;   ( ), , 7; 14; 7a b c⎡ ⎤⎡ ⎤ = − −⎣ ⎦⎣ ⎦
GG G ( ), , 10; 13; 19a b c⎡ ⎤⎡ ⎤ =⎣ ⎦⎣ ⎦

GG G . 

16.3.   
49
33 .      17.3. 

6
1cos;

6
1cos;

6
2cos;6

2
5

−=== γβα  

Ответы к варианту 4  

1.4. а) ,  , . б) ( )0;1;1C ( )1;0;11B ( 1;1;11C ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;0;

2
1K , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;1;1L . 

2.4. ( )3;3;3   или  ( )3;3;3 −−− . 
3.4. , °=α 0cos

5
2cos =β ,  

5
1cos =γ . 

4.4. а) .   б) 1− 35 . 
5.4. 10  и  ( ) . 4;4;4 −

6.4. 13. 
7.4. ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

49
33arccos . 

8.4. 
943

29cos =α . 

9.4. 62 . 
10.4. . ( )0;4;3 −

11.4. а) нет;     б) да.  
12.4. 

6
11 . 

13.4. При любом . λ

14.4. 3. 
15.4. . ( )5;20;25 −−

16.4. . 2=x
17.4. (3;-1;-2). 
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Ответы к варианту 5 

1.5. а) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1;

2
1;

2
1M ,  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;0;

2
1N . б) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;

2
1;

2
1O . 

2.5. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

5
2;

5
1;0 . 

3.5. kjiAB
GGG

+−= 56 ; kjiBC
GGG

243 ++−= ;  kjiCA
GGG

33 −+−= . 
4.5. а) 3829 + .  б) 6. 
5.5. 11  и  ( ) . 7;0;3 −

6.5. 
2
1 . 

8.5. . °60
9.5. . ( )7;16;5

10.5. 2
2
3 . 

11.5. 21 aa
GG

⊥ ,  31 aa
GG

⊥ ,  32 aa
GG

⊥ . 
12.5. 2. 
14.5. ( ). 11;7;20 −−

15.5. 21. 
16.5. . 1=x

17.5. 3
2
7 . 

Тесты 
1. Вектором называется а) число, отличное от нуля; б) направленный отрезок; в) 

ранг матрицы; г) определитель 
zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

; д) число 0. 

Ответ: 
 
2. Скалярное произведение векторов )3;2;1(=a

G  и )2;0;3(=b
G  есть  

а) 
203
321
kji
GGG

; б)
321
203
111

; в) 9; г) 6
G ; д) не определено. 

Ответ: 
 
3. Векторное произведение векторов )1,1,1(=a

G  и )0,4,0(=b
G  равно  

а) 4; б) ; в) 014101 ⋅+⋅+⋅
040
111
kji
GGG

; г) ; д) (1,5,1). ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
040
111

Ответ: 
 
4. =),( ba

GG  

а) 
zyx

zyx

bbb
aaa
kji
GGG

; б) ),sin(|||| baba
GGGG ∧

⋅ ; в) ),cos(|||| baba
GGGG ∧

⋅ ; г) zzyyxx bababa ++ ; д) 22 ba
GG

+ . 
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Ответ: 
 
5. =|],[| ba

GG  

а) |||| ba
GG

⋅ ; б) ; в) || zzyyxx bababa ++ ),sin(|||| baba
GGGG ∧

⋅ ; г) 0
G ; д)

zyx

zyx

bbb
aaa
111

. 

Ответ: 
6. Объем параллелепипеда, построенного на векторах cba

GGG
,,  равен 

а) cba
GGG

),( ; б) ]],,[[ cba
GGG ;  в) cba

GGG ; г) cba
GGG

++ ; д) ],[ cba
GGG

+ ; е) нулю;  
ж) не определен; з) 3. 
Ответ: 
 
7. Единичный вектор направления (1,2,2) равен 
а) (4,0,0);  б) (1,0,0);  в) 1

G ; г) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
2;

3
2;

3
1 ; е) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

5
2;

5
2;

5
1 ;  

ж) не существует; з) 5; и) . 22 221 ++

Ответ: 
 
8. Базисом на плоскости является 
а) два любые вектора этой плоскости; 
б) два неколлинеарных вектора; в) три любые вектора; 
г) два неколлинеарных вектора этой плоскости; 
д) прямоугольная таблица чисел размерности 2х2. 
Ответ: 
 
9. Если три вектора cba

GGG
,,  компланарны, их смешанное произведение равно 

а) ; б) 0;  в) zyxzyyzxx cccbbaaba ++ 0
G ; г) 

zyx

zyx

bbb
aaa
kji
GGG

; д) ]],,[[ cba
GGG . 

Ответ: 
 

10. 
zyx

zyx

bbb
aaa
kji
GGG

= 

а) ba
GG

+ ; б) ),( ba
GG ;  в) [ ]ba,

GG ;  г) | |]ba,[
GG ;  д) 22 ba

GG
+ . 

Ответ: 
 

11. 
zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

= 

; б) ]],,[[ cba
GGG ; в) )()( baccab

GGGGGG
− ; г) 0; е) 

c
ba
G
GG

+ ; ж) a cbа) a cb
GGG

++
GGG ; 

Ответ: 
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12. Площадь параллелограмма, построенного на векторах a

G  и b
G  равна 

а) векторному произведению векторов a
G  и b

G ; 
б) скалярному произведению ),( ba

GG ; 
в) ;    г) |||| ba ba

GG
+ ; 

д) модулю векторного произведения векторов a
G  и b

G . 
Ответ: 
 
13. Модуль суммы векторов a

G  и b
G  единичной длины и взаимно 

перпендикулярных равен: 
а) 2;   б) 0

G ;   в) ),( baba
GGGG

++ ;  г)0;  д) |],[| ba
GG ; е) 2 . 

Ответ: 
 
14. )],,([ kji

GG = 

а) kji
GGG

++ ;  б) 1
G ;  в) 1;  г) 

111
111
111

;  д) . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
010
001

Ответ: 
 
15. =),( ji

GG  

а) 0
G ;   б) 0;   в) 

001
010
kji
GGG

;  г) 2;  е) 1
G ;  ж) 1. 

Ответ: 
16. =],[ kj

GG  

а) 1
G ;  б) i

G ;  в) 
100
010
kji
GGG

; г) 0
G ;  д) 2

G . 

Ответ: 
17. =++ ]2,[ baba

GGGG  
а)  ]2,[  baba

GGGG
++ ;  б) ],[ ba

GG ; в) 22 2],[3 bbaa
G

++ ; г) ],[3 ba
GG ;  

д) не существует. 
Ответ: 
 
18. =++ )2,( baba

GGGG  
а) a 22 2)(3 bba

GGG
++ ;   б) )(3 ba

GG ;  в) [ ],ba
GG ;  г) a 22 2b

GG
+ ; д) |]2,[| baba

GGGG
++ . 

Ответ: 
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Правильные ответы 
 

1. б). 2. в). 3. в). 
4. в) и г). 5. в). 6. в). 
7. г). 8. г). 9. б). 
10. в). 11. ж). 12. д). 
13. в) и е). 14. в).  15. б). 
16. б) и в). 17. б). 18. а). 
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Приложение 1. Система аксиом геометрии Г. Вейля 
I группа. Аксиомы сложения векторов. 

Каждым двум векторам a
G  и b

G
 однозначно сопоставляется вектор, называемый их 

суммой и обозначаемый ba
GG

+ . 
1.1. )()( cbacba

G GGGG
++=++
G  - для любых трех векторов. 

1.2. abba
GGGG

+=+  - для любых двух векторов. 
1.3. Существует такой вектор 0

G
aa
GGG

=+ 0 a для любого вектора G .  (нулевой вектор), что 
b
G

1.4. Для любого вектора a
G  существует такой вектор , что 0

GGG
=+ ba b

G
, - вектор, 

противоположный a
G

a
G

−, его обозначают . 
II группа. Аксиомы умножения вектора на число. 

a
G

Каждому вектору  и каждому действительному числу  однозначно 
сопоставляется вектор, называемый произведением вектора 

k
a
G
 на число  и 

обозначаемый 
k

ak
G

. 
2.1. aa

GG
=⋅1  - для любого вектора a

G
. 

2.2. aklalk
GG

)()( =  - для любого вектора a
G
 и для любых действительных чисел  и . k l

2.3. alakalk
GGG

+=+ )(  - для любого вектора a
G
 и для любых действительных чисел  и 

. 
k

l

2.4. bkakbak
GGGG

+=+ )(  - для любых векторов a
G
 и b

G
 и для любого действительного 

числа . k

III группа. Аксиомы скалярного умножения. 

Каждым двум векторам a
G
 и b

G
 сопоставляется некоторое действительное число, 

называемое их скалярным произведением и обозначаемое ba
GG
⋅ . 

3.1. abba
GGGG
⋅=⋅  - для любых векторов a

G
 и b

G
. 

3.2. cbcacba
GGGGGGG

+=+ )(  - для любых трех векторов cba
GGG

,, . 
3.3. )()( bakbak

GGGG
=  - для любых двух векторов a

G
 и b

G
 и для любого действительного 

числа . k

3.4. 0)( >⋅ aa
GG

 - для любого вектора 0≠a
G

. 
IV группа. Аксиомы размерности. 

4.1. Существуют три вектора cba
GGG

,,  таких, что равенство 0
GGGG

=++ cmblak  выполняется 
только тогда, когда 0=== mlk . 

4.2. Для любых четырех векторов dcba
GGGG

,,,  выполняется равенство 0
GGGGG

=+++ dncmblak  
при неравных одновременно нулю . nmlk ,,,

V группа. Аксиомы откладывания векторов. 
Задано непустое множество (пространство), элементы которого называются 

точками. Каждой паре точек  однозначно сопоставляется некоторый вектор, 
обозначаемый 

BA,

AB . 
5.1. Для любой точки A  и любого вектора a

G
 найдется такая точка , что B aAB

G
= . 

5.2. ACBCAB =+  - для любых точек  и . BA, C

5.3. Если 0
G

=AB , то точки A  и  совпадают. B

 49



Приложение 2. Основные формулы и обозначения 
ABa =

G  - вектор, aG  - длина вектора. 

Линейные операции над векторами 

);()()2

;)1

cbacba

abba
GGGGGG

GGGG

++=++

+=+  

3) существует 0  такой что 
G

aa GGG
=+ 0 для любого вектора aG ; 

4) существует a ′
G  такой что ;0

GGG
=′+ aa  

единицы).ниесуществова(1)8
;)()()7
;)()6
;)()5

aa
aa
aaa
baba

GG
GG
GGG

GGGG

=⋅
⋅=⋅
+=+
+=+

βαβα
βαβα
ααα

 

Разложение вектора по базису 

),,( γβαγβα =++= cbad
GGGG  - разложение вектора по базису в трехмерном пространстве. 

В декартовой системе координат заданы точки , . ),,( zyx AAAA ),,( zyx BBBB

kdjdidABABABABd zyxzzyyxx

GGGG
++=−−−== },,{ , где 

kji
GGG

,,  - базисные векторы декартового прямоугольного базиса. 

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=

=

γ

β

α

cos||

,cos||

,cos||

dd

dd

dd

z

y

x

G

G

G

 -декартовые прямоугольные координаты вектора d
G . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

||
,

||
,

||
)cos,cos,(cosed d

dz
d
dy

d
dxγβα

G  - вектор единичной длины данного направления. 

Справедливо  .1coscoscos 222 =++ γβα

Скалярное произведение векторов 

ϕcos||||),( baba
GGGG

⋅= , где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∧
ba
GG

,ϕ . 

Алгебраические свойства скалярного произведения 

вектор. нулевой -  если,0),(
и вектор ненулевой -  если,0),()4

);,(),()),(()3

);,()),(()2

);,(),()1

аaa
aaa

cbcacba

baba

abba

GGG
GGG

GGGGGGG

GGGG

GGGG

=
>

+=+

α=α

=

 

Выражение скалярного произведения в декартовых координатах 

x x y y z( a ,b ) a b a b a b .= + +
GG

z  
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Геометрические приложения скалярного произведения 

1) Длина вектора a
G  

.координат системе декартовой в),( 222
zyx aaaaaa ++===

GGG  
2) Косинус угла между векторами 

( a,b )cos( a, b )
a b

∧

= =
⋅

GGGG GG  

 

2 2 2 2 2 2

x x y y z z

x y z x y z

( a,b )cos( a, b )
a b

a b a b a b
в декартовой системе координат .

a a a b b b

∧

= =
⋅

+ +
=

+ + + +

GGGG GG
 

3) Проекция вектора a
G  на вектор b

G  
.),(

222
координат системе декартовой в

zyx

zzyyxx
b

bbb

bababa

b
baaпр

++

++
=== G

GGGG  

4) Необходимым и достаточным условием ортогональности 
(перпендикулярности) двух векторов является равенство нулю их скалярного 
произведения. 

Векторное произведение векторов 

],[ bac
GGG

=  
1) Модуль );,(где,sin],[ bababac

GGGGGGG ∧
=⋅⋅== ϕϕ  

2) Вектор c
G  ортогонален каждому из векторов ;и ba

GG  
3) Вектор c

G  направлен так, что тройка векторов cba
GGG  является правой. 

Алгебраические свойства векторного произведения 

.0],[)4

];,[],[],[)3

];,[],[)2

];,[],[)1

GGG

GGGGGGG

GGGG

GGGG

=

+=+

=

−=

aa

cbcacba

baba

abba

αα  

Выражение векторного произведения в декартовых координатах 

.],[

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba

GGG
GG
=  

Геометрические свойства векторного произведения 

1) Площадь параллелограмма, построенного на векторах ba
GG

и равна 
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.],[ baSпар
GG

=  
2) Необходимым и достаточным условием коллинеарности двух векторов 
является равенство нулю их векторного произведения. 

Смешанное произведение векторов 

( )cba
GGG

],,[  - смешанное произведение трех векторов. 
( ) ( ) .],[,],,[ cbacbacba

GGGGGGGGG
==  

В декартовой системе координат 

.

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cba =
GGG  

Геометрический смысл смешанного произведения 

Смешанное произведение векторов равно объему параллелепипеда, 
построенного на приведенных к общему началу векторах cba

GGG
и, , взятому со 

знаком плюс, если тройка cba
GGG  правая, и со знаком минус, если тройка cba

GGG  
левая. Если же векторы cba

GGG
,,  компланарны, то ( )cba

GGG
],,[  равно нулю. 

 

Двойное векторное произведение векторов 

),(),(]],[,[ baccabcba
GGGGGGGGG

−= . 
(эта формула носит жаргонное мнемоническое название “формула бац минус 
цаб”). 
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