
äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

§1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

1.1. úÁÄÁÞÉ, ÐÒÉ×ÏÄÑÝÉÅ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÑ

÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎÉËÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÍÕ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ,
ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ. ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ
×ÓÔÒÅÞÁÌÁÓØ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ, ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ
ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÈÏÄÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÀ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
y′ = f(x).

ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ y, ÅÓÌÉ y′ = x3.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y ′ =
= x3 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ y = x4

4 + C, ÇÄÅ C ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.

þÔÏÂÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÙÄÅÌÉÔØ ÏÄÎÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÎÕÖÎÏ
ÚÁÄÁÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÊÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ
x = 1 ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ y = 2, ÔÏ ÅÓÔØ y(1) = 2. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ x = 1, y = 2

× ÆÏÒÍÕÌÕ y = x4

4
+ C, ÐÏÌÕÞÉÍ 2 = 1

4
+ C. ïÔÓÀÄÁ C = 7

4
. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ y′ = x3 É ÕÓÌÏ×ÉÀ y(1) = 2, ÉÍÅÅÔ

×ÉÄ y = x4

4 +
7
4.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ËÒÉ×ÕÀ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÌÀ-
ÂÏÊ ÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÊ ÍÅÖÄÕ ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÐÏÐÏÌÁÍ
× ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ y = f(x) ¡ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ,M(x, y) ¡ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, Á AB ¡ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ËÒÉ×ÏÊ × ÔÏÞËÅ M .
õÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ó ÏÓØÀ Ox, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ϕ. éÚ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ
Ë ËÒÉ×ÏÊ ÒÁ×ÅÎ

k = tgϕ, tg(180◦ − ϕ) =
PM

PA
⇒ tgϕ = −PM

AM
⇒ tgϕ = −y

x
(1)

1
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É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

y′ = −y

x
, (2)

ËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ.
ðÒÏ×ÅÒËÏÊ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (2) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÀÂÁÑ

ÆÕÎËÃÉÑ ×ÉÄÁ y = C
x
. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÉÐÅÒÂÏÌ.

îÁÊÄÅÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0(2, 3). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ × ÆÏÒÍÕÌÕ y = C

x
, ÐÏÌÕÞÉÍ 3 = C

2
, C = 6. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M0(2, 3), ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y =
6

x
.

ðÒÉÍÅÒ 3. çÒÕÚ, ÍÁÓÓÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ m, ÚÁËÒÅÐÌÅÎ ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÍ ËÏÎÃÅ ×ÅÒÔÉ-
ËÁÌØÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ ÐÒÕÖÉÎÙ (ÒÅÓÓÏÒÙ). åÇÏ ÏÔËÌÏÎÑÀÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ O ÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÏÔÐÕÓËÁÀÔ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÇÒÕ-
ÚÁ, ÅÓÌÉ ÓÉÌÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÁ ÎÅÇÏ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÕÖÉÎÙ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ
ÓÖÁÔÉÀ (ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÀ) ÐÒÕÖÉÎÙ É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÔÏÞËÉ O (ÔÏÞËÉ,
× ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÉÌÓÑ ×ÅÒÈÎÉÊ ËÏÎÅÃ ÐÒÕÖÉÎÙ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÂÙÌÁ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÍ
ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ).
òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÇÒÕÚ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ

ÚÁËÏÎÕ îØÀÔÏÎÁ

ma =

n
∑

k=1

Fk, (3)

ÇÄÅ a = d2x
dt2 ¡ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÇÒÕÚÁ, x = x(t) ¡ ÉÓËÏÍÙÊ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÇÒÕÚÁ,

Fk (k = 1, 2, . . . , n) ¡ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÉÌ ÎÁ ÏÓØ Ox, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÇÒÕÚ.

÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ÇÒÕÚ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÓÉÌÙ: ~F1 = mg~ı¡ ×ÅÓ ÇÒÕÚÁ É ~F2 =
= (−cx)~ı¡ ÓÉÌÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÕÖÉÎÙ, ÇÄÅ c ¡ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
ÖÅÓÔËÏÓÔÉ ÐÒÕÖÉÎÙ, ~ı ¡ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ Ox.
ðÒÏÅËÃÉÉ ÜÔÉÈ ÓÉÌ ÒÁ×ÎÙ F1 = mg, F2 = −cx. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

m
d2x

dt2
= −cx+mg,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x É ÅÅ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.
ðÒÏ×ÅÒËÏÊ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

d2x

dt2
+ k2x = g, (4)

ÇÄÅ k2 = c
m , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ

x = c1 cos kt+ c2 sin kt+
g

k2
,
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ÇÄÅ c1 É c2 ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x × ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4):

d2x

dt2
+ k2x = −ck2 cos kt − c2k

2 sin kt+ c1k
2 cos kt+ c2k

2 sin kt+ g = g.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ x = c1 cos kt+ c2 sin kt+ g
k2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÀ (4).
ðÏÓËÏÌØËÕ x ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ, ÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕ-

ÞÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ä×Á ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ
ÕÓÌÏ×ÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÊÄÅÍ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÇÒÕÚÁ, ÅÓÌÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅ-
ÎÉ t = 0 ÅÇÏ ÏÔËÌÏÎÉÌÉ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ x É ÐÒÉÄÁÌÉ ÅÍÕ ÓËÏÒÏÓÔØ v0. ôÏÇÄÁ
ÐÏÌÕÞÉÍ

x0 = c1 +
g

k2
⇒ c1 = x0 −

g

k2
.

äÁÌÅÅ

dx

dt
= −c1k sin kt+ c2k cos kt.

v0 = c2k ⇒ c2 =
v0
k

.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÊ ÚÁËÏÎ Ä×ÉÖÅÎÉÑ

x =
(

x0 −
g

k2

)

cos kt+
v0
k
sin kt+

g

k2
.

÷ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÄÌÑ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

1.2. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÎÅ-
ÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÏÒÑÄËÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÐÏÒÑÄÏË ÎÁÉ×ÙÓÛÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. æÕÎËÃÉÑ y = y(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ-

×ÁÌÅ (a, b), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÏÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ
× ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÎÁ ×ÓÅÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ.
÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÅÛÅÎÉÅ y = y(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ÕÄÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ × ×ÉÄÅ ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ϕ(x, y) = 0.
÷ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ϕ(x, y) = 0 ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
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y, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ y = y(x). åÓÌÉ ÖÅ ×ÙÒÁÚÉÔØ y
Ñ×ÎÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ϕ(x, y) = 0 ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ×ÉÄÅ
ϕ(x, y) = 0.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ϕ(x, y) = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÑ×ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÛÅ-

ÎÉÅ y = y(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. çÒÁÆÉË ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

1.3. ïÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

ðÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÈ ÒÅ-
ÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ
ÎÉÈ. ïÄÎÁËÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÈÏÔÑ É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÎÏ ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÍ-
ÂÉÎÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÏÔ ÎÉÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÅÛÅÎÉÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = x2 + y2 ÎÅÌØÚÑ ÎÁÊÔÉ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ.
äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÛÉÒÏËÏ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÒÏ-
ÓÌÁ Ó ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ
ÍÅÔÏÄÙ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÁË-
ÔÉÞÅÓËÉ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÐÒÁ×ÏÞÎÉËÉ ÐÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ,

× ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

óÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÌÉÎÉÊ:
1. y = e áx ;
2. y = (x − c)3;
3. y = sin(x+ c);
4. x2 + cy2 = 2y;
5. y2 + cx = x3;
6. y = c(x − c)2;
7. y = ax2 + bex;
8. (x − a)2 + by2 = 1;
9. ln y = ax+ by;
10. x = ay2 + by + c.
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§2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

2.1. íÅÔÏÄ ÉÚÏËÌÉÎ

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = f(x, y) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ
Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ É ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ,
ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÁÍÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-
ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (x, y), × ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ÎÁËÌÏÎ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÒÅÛÅÎÉÑÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y ′ = f(x, y) ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ,
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏËÌÉÎÏÊ.
ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (x, y) ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ; ÍÙ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ.
õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÚÏËÌÉÎÙ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(x, y) = k, ÇÄÅ k = const. þÔÏÂÙ ÐÒÉ-

ÂÌÉÖÅÎÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ = f(x, y), ÍÏÖÎÏ ÎÁÞÅÒÔÉÔØ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚÏËÌÉÎ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ.
ðÒÉÍÅÒ 1. íÅÔÏÄÏÍ ÉÚÏËÌÉÎ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÑ

y′ = x − y2.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏËÌÉÎÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔ-
ÓÑ ÌÉÎÉÉ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ

x − y2 = k.

äÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ k, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ k = 0,±1,±2, ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÚÏ-

ËÌÉÎÙ x−y2 = k. üÔÏ ¡ ÐÁÒÁÂÏÌÙ. ëÁÖÄÕÀ ÉÚÏËÌÉÎÕ x−y2 = k ÐÅÒÅÓÅÞÅÍ
ËÏÒÏÔËÉÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ α, tgα = k, Ë ÏÓÉ Ox, ÎÅ ÄÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÄÏ
ÄÒÕÇÉÈ ÉÚÏËÌÉÎ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ
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(1, 1), (0, 0), (1,−1), (−1,−1), ÓÏÇÌÁÓÕÑÓØ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, Ó ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ-
ÍÉ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁ ÉÚÏËÌÉÎÁÈ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÉÓÕÎÏË ÄÁÅÔ ÏÂÝÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
Ï ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x − y2 = k.

ðÒÉÍÅÒ 2. íÅÔÏÄÏÍ ÉÚÏËÌÉÎ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ

dy

dx
= x2 + y2.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚÏËÌÉÎÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÌÉÎÉÉ

x2 + y2 = k.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÉÚÏËÌÉÎÙ É ÒÁÓÓÔÁ×ÉÍ ÓÔÒÅÌËÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ.
y′ = 0, ÉÍÅÅÍ x = y = 0 (ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ);
y′ = 1

2
, x2+y2 = 1

2
(ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÏÍ 1√

2
Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ);

y′ = 1, x2 + y2 = 1 (ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÏÍ 1).

þÔÏÂÙ ÎÁÞÅÒÔÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ (x0, y0) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÎÅÅ ËÒÉ×ÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
ÏÎÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÌÁ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏÌÑ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÙ ËÒÉ×ÙÅ
ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ (0, 0),

(

0,−1
2

)

, (
√
2, 0). íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÏÄÎÁ ËÒÉ-

×ÁÑ, Á ÃÅÌÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÒÉ×ÙÈ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å
ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÒÅÚÏË, ÏÔÓÅËÁÅÍÙÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ ÏÓÉ Oy.
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2.2. ïÂÝÅÅ É ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ

ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

F (x, y, y′) = 0 (5)

ÉÌÉ × ×ÉÄÅ, ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y′:

y′ = f(x, y), (6)

ÇÄÅ F ¡ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÒÅÈ Ó×ÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, f ¡ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x, y.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. æÕÎËÃÉÑ y = y(x, c), ÇÄÅ c ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎ-
ÎÁÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ c ÆÕÎËÃÉÑ y = y(x, c) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉ-
ÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ϕ(x, y, c) = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÑ×ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÂ-
ÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y = y(x, c) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ
ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

åÓÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ϕ(x, y, c) = 0 ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y, ÔÏ ÐÏÌÕ-
ÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ y = y(x, c).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ × ÏÂÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÉ y = y(x, c) ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏ-
ÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÒÉÄÁÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ c = c0, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
y = y(x, c0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ y = y(x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ
ÕÓÌÏ×ÉÀ y(x0) = y0, ÇÄÅ x0, y0¡ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ëÏÛÉ.

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ, ËÁËÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÆÕÎËÃÉÑ
f(x, y), ÞÔÏÂÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′ = f(x, y) ÉÍÅÌÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ
ëÏÛÉ. ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ
ÒÅÛÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y
ÆÕÎËÃÉÑ f(x, y) É ÅÅ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ∂f

∂y ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ

ÔÏÞËÉ (x0, y0) ÏÂÌÁÓÔÉ D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y = y(x) ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ y′ = f(x, y), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ y(x0) = y0.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁ-
ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ
ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ.
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2.3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÍÉ

I. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

dy

dx
= f(x), (7)

ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ (Ñ×ÎÏ) ÉÓËÏÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. úÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌÏ×

dy = f(x) dx. (8)

ïÔËÕÄÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

y =

∫

f(x) dx+ C. (9)

ðÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7). úÁÄÁ×ÁÑÓØ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ
(x0, y0), ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÅÛÁÀÔÓÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ Ñ×ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ

dy

dx
= f(y) (10)

dx =
dy

f(y)
, ÐÒÉ f(y) 6= 0.

x =

∫

dy

f(y)
+ C. (11)

òÅÛÅÎÉÑ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ × ×ÉÄÅ (9), (11), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ × Ë×ÁÄÒÁÔÕ-
ÒÁÈ. ðÏÓÌÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.
ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y ′ = 1√

1−x2
,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ y(0) = π
2 .

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

dy

dx
=

1√
1− x2

⇒ dy =
dx√
1− x2

⇒ y =

∫

dx√
1− x2

+ C ⇒ y = arcsinx+ C.

äÁÌÅÅ ÎÁÊÄÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ y(0) = π
2 .

π

2
= arcsin 0 + C ⇒ C =

π

2
.

ðÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ

y = arcsinx+
π

2
.

ðÒÉÍÅÒ 4. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ dy
dx =

1√
y , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ-

×ÉÀ y(0) = 1.
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òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

√
y dy = dx ⇒ dx =

√
y dy ⇒ x =

∫ √
y dy + C ⇒

⇒ x =
2

3
y
3

2 + C ⇒ x =
2

3
y
√

y + C

îÁÊÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ y(0) = 1

0 =
2

3
+ C ⇒ C = −2

3
, x =

2

3
y
√

y − 2
3
.

II. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

dy

dx
= f(x)ϕ(y), (12)

× ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ
x, ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ÔÏÌØËÏ ÏÔ y, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÙ ¤ÒÁÚ-
ÄÅÌÑÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ¥, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÞÔÏÂÙ × ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ ×ÈÏÄÉÌÁ ÔÏÌØËÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ
x É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ dx, Á × ÄÒÕÇÕÀ ÞÁÓÔØ ¡ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ y É dy.
÷ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (12) ÎÁÄÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ dx É ÒÁÚÄÅÌÉÔØ

ÎÁ ϕ(y). ðÏÌÕÞÁÅÍ
dy

ϕ(y)
= f(x) dx. (13)

åÓÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÉÈ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚ-
ÌÉÞÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ.

∫

dy

ϕ(y)
=

∫

f(x) dx+ C. (14)

åÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÏ × ×ÉÄÅ

M(x)N(y) dx+ P (x)Q(y) dy = 0, (15)

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ N(y)P (x):

M(x) dx

P (x)
+

Q(y) dy

N(y)
= 0.

ïÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
∫

M(x) dx

P (x)
+

∫

Q(y) dy

N(y)
= C.

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁÊÔÉ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x dx+ y dy = 0.
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òÅÛÅÎÉÅ. òÁÚÒÅÛÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ dy
dx = −x

y ¡
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ.

y dy = −x dx ⇒
∫

y dy = −
∫

x dx+ C ⇒ y2

2
= −x2

2
+ C ⇒ x2 + y2 = 2C.

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÒÁÄÉÕÓÏÍ
r =

√
2C. éÔÁË, x2 + y2 = r2 ¡ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

dy

dx
= −y

x
.

òÅÛÅÎÉÅ.

dy

y
= −dx

x
⇒

∫

dy

y
= −

∫

dx

x
+ C ⇒ ln |y| = − ln |x|+ lnC1 ⇒

⇒ ln |y| = ln C1
x

⇒ y =
C1
x

, ÇÄÅ lnC1 = C.

ïÔ×ÅÔ: y = C1
x .

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y dx+ ctg x dy = 0,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ y
(

π
3

)

= −1.
òÅÛÅÎÉÅ.

y dx+ ctgx dy = 0⇒ dx

ctg x
+

dy

y
= 0⇒ − ln | cosx|+ ln |y| = lnC.

ðÏÔÅÎÃÉÒÕÅÍ y
cosx

= C ⇒ y = C cosx ¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ C ÉÚ
ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ.

y
(π

3

)

= C cos
π

3
⇒ C =

−1
1
2

= −2.

y = −2 cosx ¡ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ
ÕÓÌÏ×ÉÀ.
ïÔ×ÅÔ: y = −2 cosx.

2.4. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÒÉ-

×ÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÉÍ

I. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÁ-
×ÁÑ ÞÁÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ

y′ = ϕ
(y

x

)

, (16)
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Á ÔÁËÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0, (17)

ÇÄÅ M(x, y), N(x, y) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ.
ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, f(x, y) ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ n-ÇÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

f(tx, ty) = tnf(x, y). (18)

ðÒÉ n = 0 ÉÍÅÅÍ
f(tx, ty) = f(x, y).

÷ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (16) f
(

y
x

)

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ.
åÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÎÏ×ÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ

u =
y

x
, (19)

ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (16) ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ É ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ:

y = ux.

îÁÊÄÅÍ

y′ = u+ x
du

dx
É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (16)

u+ x
du

dx
= ϕ(u)

ÉÌÉ
x du = (ϕ(u)− u) dx.

ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ x[ϕ(u)−u], ÐÏÌÕÞÉÍ

du

ϕ(u)− u
=

dx

x
.

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ
∫

du

ϕ(u)− u
= ln |x|+ C. (20)

åÓÌÉ × ÜÔÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ u ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ y
x , ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (16).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÅ ÏÂÑÚÁ-

ÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÉÈ Ë ×ÉÄÕ (16). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍÕ ÔÉÐÕ, É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ (19). ðÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÇÏÔÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (20) ÔÏÖÅ ÎÅÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚ-
ÎÏ.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ϕ(u)− u ≡ 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
dy

dx
=

y

x
É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. åÇÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
y = cx. åÓÌÉ ϕ(u) − u ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÉ u = u0, ÔÏ ËÒÏÍÅ
ÒÅÛÅÎÉÊ, ÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (20), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ u = u0 ÉÌÉ
y = u0x (ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).
ðÒÉÍÅÒ 8. îÁÊÔÉ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

dy

dx
=
2xy

x2 − y2
.

òÅÛÅÎÉÅ. äÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ, ÔÁË ËÁË f(x, y) = 2xy
x2−y2 Ñ×ÌÑÅÔ-

ÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

f(tx, ty) =
2(tx · ty)
(tx)2 − (ty)2 =

t2 · 2xy

t2(x2 − y2)
=
2xy

x2 − y2
,

ÔÏ ÅÓÔØ f(x, y) = f(tx, ty).

äÅÌÁÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ y = ux, dy
dx
= u+ xdu

dx
, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

u+ x
du

dx
=
2u

1− u2
ÉÌÉ x

du

dx
=

u+ u3

1− u2
.

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ

du

dx
=

u(1 + u2)

(1− u2)
· 1
x
,

(1− u2)

u(1 + u2)
du =

dx

x
,

∫

1− u2

u(1 + u2)
du =

∫

dx

x
+ lnC.

÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÄÒÏÂÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË-
ÃÉÀ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÒÏÂÉ

1− u2

u(1 + u2)
=

A

u
+

Cu+ B

1 + u2
,

1− u2 = A(1 + u2) + u(Cu+B),

1− u2 = (A+ C)u2 + Bu+ A,

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A = 1, B = 0, C = −2. éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

lnu − ln |1 + u2| − ln |x| = lnC

ÉÌÉ
ln

u

(1 + u2)x
= lnC ⇒ u

(1 + u2)x
= C.
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ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ u = y
x É ÏÓ×ÏÂÏÖÄÁÑÓØ ÏÔ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ

x2 + y2 = C1y, ÇÄÅ C1 =
1

C
ðÏÌÕÞÉÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÒÕÇÏ×, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏÓÉ Ox × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÒÅÛÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ y = 0.
ðÒÉÍÅÒ 9. ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(x2 + y2) dx − 2xy dy = 0.

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÚÒÅÛÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ dy
dx .

dy

dx
=

x2 + y2

2xy
ÉÌÉ

dy

dx
=
1 +

(

y
x

)2

2y
x

¡ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.
ðÏÌÏÖÉÍ y

x = u, y = xu, y′ = xu′ + u. ôÏÇÄÁ

xu′ + u =
1 + u2

2u
⇒ xu′ =

1 + u2 − 2u2
2t

⇒

⇒ xu′ =
1− u2

2u
⇒ u′ =

1− u2

2u
· 1
x

¡ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. 2u du
1−u2 =

dx
x ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ

− ln |1− u2| = ln |x| − lnC,

ÐÏÔÅÎÃÉÒÕÅÍ

x(1− u2) = C.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ u = y
x , ÐÏÌÕÞÁÅÍ

x

(

1− y2

x2

)

= C ⇒ x2 − y2 = Cx

¡ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ.
ïÔ×ÅÔ: x2 − y2 = Cx.
II. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

y′ =
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

,

ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ. ðÕÓÔØ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ c1 ÉÌÉ c2

ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ – =

∣

∣

∣

∣

a1 b1
a2 b2

∣

∣

∣

∣

6= 0, ÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÐÕÔÅÍ ××ÅÄÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X,
Y ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

x = X + x0, y = Y + y0,
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ÇÄÅ x0 É y0 ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÎÏ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÁÌÏ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË dx = dX, dy = dY , ÔÏ y′ = dY

dX . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ

x = X + x0, y = Y + y0, y′ =
dY

dX
× ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

dY

dX
=

a1X + b1Y + (a1x0 + b1y0 + c1)

a2X + b2Y + (a2x0 + b2y0 + c2)
.

äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ x0, y0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
{

a1x0 + b1y0 + c1 = 0
a2x0 + b2y0 + c2 = 0

ôÁË ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÉÓÔÅÍÙ – =

∣

∣

∣

∣

a1 b1
a2 b2

∣

∣

∣

∣

6= 0, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.
÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÙÈ ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÙÈ
dY

dX
=

a1X + b1Y

a2X + b2Y
.

ðÒÉÍÅÒ 10. îÁÊÔÉ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′ =
x − y + 1

x+ y − 3 .

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

– =

∣

∣

∣

∣

1 −1
1 1

∣

∣

∣

∣

= 2.

ðÏÓËÏÌØËÕ – 6= 0, ÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ. äÌÑ
ÜÔÏÇÏ ××ÏÄÉÍ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ

x = X + x0, y = Y + y0.

ôÏÇÄÁ dx = dX, dy = dY É y′ = dY
dX
É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

dY

dX
=

X − Y + (x0 − y0 + 1)

X + Y + (x0 + y0 − 3)
.

÷ÙÂÅÒÅÍ x0, y0 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÓËÏÂËÁÈ ÏÂÒÁÔÉÌÉÓØ ×
ÎÕÌØ. òÅÛÁÑ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ x0 = 1, y0 = 2. éÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

dY

dX
=

X − Y

X + Y
.
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üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ. òÅÛÁÅÍ ÅÇÏ:

Y

X
= u ⇒ Y = uX,

dY

dX
= u+X · u′.

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ Y É dY
dX × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.

u+Xu′ =
1− u

1 + u
.

ïÔÓÀÄÁ

Xu′ =
1− u

1 + u
− u ⇒ Xu′ =

1− 2u − u2

1 + u
; Xu′ = −u2 + 2u − 1

1 + u
.

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ðÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ u2 +
+ 2u − 1 6= 0, ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ

dX

X
= − u+ 1

u2 + 2u − 1 du.

ïÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
∫

dX

X
= −

∫

u+ 1

u2 + 2u − 1 du+ ln |C1|, C1 6= 0.

÷ÙÞÉÓÌÉ× ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

ln |X| = −1
2
ln |u2 + 2u − 1|+ ln |C1|.

ðÏÔÅÎÃÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

X =
C1√

u2 + 2u − 1
.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÍÅÓÔÏ u = Y
X , ÐÏÌÕÞÉÍ

X =
C1

√

(

Y
X

)2
+ 2

(

Y
X

)

− 1
.

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÓÔÁÒÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ

(x − 1) = C1
√

(

y−2
x−1

)2
+ 2

(

y−2
x−1

)

− 1
.

III. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ

y′ =
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

– =

∣

∣

∣

∣

a1 b1
a2 b2

∣

∣

∣

∣

= 0, Á
c1
c2

6= a1
a2

.



16 §2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a2 = λa1 É b2 = λb1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ×
×ÉÄÅ

y′ =
a1x+ b1y + c1

λ(a1x+ b1y) + c2
.

ôÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ
ÐÕÔÅÍ ÚÁÍÅÎÙ

z = a1x+ b1y.

ðÒÉÍÅÒ 11. îÁÊÔÉ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′ =
x+ y − 2

−2x − 2y + 3 .

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ – =

∣

∣

∣

∣

1 1
−2 −2

∣

∣

∣

∣

= 0. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë

×ÉÄÕ

y′ =
(x+ y)− 2

−2(x+ y) + 3
.

÷×ÏÄÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

z = x+ y ⇒ y = z − x, y′ = z′ − 1.
ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

z′ − 1 = z − 2
−2z + 3 .

ïÔÓÀÄÁ

z′ =
−z + 1

−2z + 3 .
ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙ-
ÍÉ

dx =
2z − 3
z − 1 dz.

ïÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x = 2z − ln |z − 1|+ lnC,

ÔÁË ËÁË
∫

2z − 3
z − 1 dz =

∫
(

2− 1

z − 1

)

dz = 2z − ln |z − 1|.

ðÏÔÅÎÃÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ex =
Ce2z

z − 1.

üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÐÉÛÅÍ × ×ÉÄÅ

ex(z − 1) = Ce2z.
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ðÏÄÓÔÁ×É× ÓÀÄÁ z = x+ y É ÓÏËÒÁÔÉ× ÎÁ ez 6= 0, ÐÏÌÕÞÉÍ
x+ y − 1 = Cex+2y

¡ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÇÄÅ C ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÚÏËÌÉÎ ÎÁÞÅÒÔÉÔØ (ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ) ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:
11. y′ = x+ y;
12. y′ = y − x2;
13. 2(y + y′) = x+ 3;

14. y′ = x2+y2

2 − 1;
15. (y2 + 1)y′ = y − x;
16. yy′ + x = 0;
17. xy′ = 2y;
18. xy′ + y = 0;
19. y′ + y = (x − y)2;
20. y′ = x − ey;
21. y(y′ + x) = 1.

îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÚÁÄÁÎ-
ÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:
22. y′ = 3

√
x2, y(0) = 1;

23. y′ = 3
x
, y(1) = 2;

24. y′ = e2x, y(0) = 0;
25. y′ = 1

sin2 x
, y

(

π
2

)

= 1;

26. y′ = cos3 x, y
(

π
3

)

= 0;

27. y′ = 1
4+x2 , y(2) =

π
8 ;

28. y′ = 1
x2 , y(1) = 0;

29. y′ = −y, y(2) = 4;
30. y′ = 1

y2
, y(1) = 1;

31. y′ = y3, y(0) = 1.
òÅÛÉÔØ ÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. îÁÊÔÉ ÔÁËÖÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÎÁ-
ÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (× ÔÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÇÄÅ ÕËÁÚÁÎÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ):
32. sinx dx+ cos 2y dy = 0;
33. dx√

1−x2
+ dy√

4+y2
= 0;

34. xex2 dx+ tg y dy = 0;
35. dx

x +
dy
1+y2 = 0, y(1) =

√
3;

36.
√

x dx+ dy
cos2 y = 0, y(0) =

π
4 ;
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37. (x+ 1)3 dy − (y − 2)2 dx = 0;
38. sec2 x sec y dx+ ctgx sin y dy = 0;
39. (

√
xy +

√
x)y′ − y = 0;

40. y = y′ cos2 x ln y, y(π) = 1;
41. x(1 + y2) dx+ y(1 + x2) dy = 0;

42. yxex2 dx+ (1 + y) dy = 0;
43. x(1 + y2) dx+ ex dy = 0, y(0) = 0;

44. 3

√

y2 dx − 1
3 dy = 0;

45. y′ = y2 cos 2x, y
(

π
4

)

= 2;

46. x dx
1+x2 +

y2 dy
1+y3 = 0;

47. tg y dx
cos2 x +

tgx dy
cos2 y = 0;

48. 3ex tg y dx+ (1− ex) dy
cos2 y = 0;

49. x2(1 + y) dx+ (x3 − 1)(y − 1) dy = 0;
50. 2x dx+ 3y dy = 4x2y dy − 2xy2 dx;
51. y′ = y2 cosx;
52. (1 + x2) dy − 2xy dx = 0, y(0) = 1;
53. y′ = y+1

x , y(1) = 0;
54. (1 + ex)yy′ = ex, y(0) = 1;
55. y′ ctg x+ y = 2, y(0) = −1;
56. y′ = 3 3

√

y2, y(2) = 0;
57. xy′ + y = y2, y(1) = 0, 5;
58. 2x2yy′ + y2 = 2;
59. y′ − xy2 = 2xy;

60. e−x
(

1 + dy
dx

)

= 1;

61. y′ = 10x+y;
62. xy dx+ (x+ 1) dy = 0;

63.
√

y2 + 1 dx = xy dy;
64. (x2 − 1)y′ + 2xy2 = 0, y(0) = 1;
65. (1 + x)y dx+ (1− y)x dy = 0;
66. x2y2y′ + 1 = y;
67. y dy

dx
+ x = t.

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ y′ = f(ax+by) ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÚÁÍÅÎÏÊ z = ax+by (ÉÌÉ z = ax+by+c, ÇÄÅ c¡ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ).
68. y′ = cos(y − x);
69. y′ − y = 2x − 3;
70. (x+ 2y)y′ = 1, y(0) = −1;
71. y′ =

√
4x+ 2y − 1.

òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:
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72. y′ = y
x+y ;

73. x dy = y(1 + ln y − lnx) dx;

74. y′ = −x+2y−4
2x−y+5 ;

75. y′ = −2x+3y−14x+6y−5;

76. y2 + x2y′ = xyy′;
77. (x2 + y2)y′ = 2xy;
78. xy′ − y = x ln y

x
;

79. xy′ = y − xey/x;
80. xy′ − y = (x+ y) ln x+y

x ;
81. xy′ = y cos ln y

x ;
82. (y +

√
xy) dx = x dy;

83. xy′ =
√

x2 − y2 + y;
84. (2x − 4y + 6) dx+ (x+ y − 3) dy = 0;
85. (2x+ y + 1) dx − (4x+ 2y − 3) dy = 0;
86. (x − y − 1) + (y − x+ 2)y′ = 0;
87. (x+ 2y) dx − x dy = 0;
88. (x − y) dx+ (x+ y) dy = 0;
89. (y2 − 2xy) dx+ x2 dy = 0;
90. 2x3y′ = y(2x2 − y2);
91. y2 + x2y′ = xyy′.

§3. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ âÅÒÎÕÌÌÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ:

y′ + P (x)y = Q(x), (22)

ÇÄÅ P (x), Q(x) ¡ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a, b).
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ × ÎÉÈ

ÐÏÍÅÎÑÔØ ÒÏÌÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÀ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ.

3.1. íÅÔÏÄ âÅÒÎÕÌÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

ðÏ ÍÅÔÏÄÕ âÅÒÎÕÌÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÝÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y = u(x)v(x),

ÇÄÅ u(x), v(x) ¡ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.
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îÁÊÄÅÍ y′(x) É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (22):

y′ = u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x),

u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x) + P (x) · u(x)v(x) = Q(x).

äÁÌÅÅ ÓÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ×ÙÎÅÓÅÍ ÚÁ
ÓËÏÂËÉ u(x):

u′(x)v(x) + u(x)[v′(x) + P (x) · v(x)] = Q(x). (23)

÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÀ v(x) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ
ÏÂÒÁÔÉÌÏÓØ × ÎÕÌØ, ÔÏ ÅÓÔØ v(x) ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

v′(x) + P (x)v(x) = 0. (24)

òÅÛÁÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

dv(x)

dx
+ P (x)v(x) = 0, dv(x) + P (x)v(x) dx = 0

üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ:

dv(x)

v(x)
= −P (x) dx,

∫

dv(x)

v(x)
= −

∫

P (x) dx

ln |v(x)| = −
∫

P (x) dx+ lnC;

ÐÏÔÅÎÃÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ

v(x) = Ce−
∫

P (x) dx.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÃÅÌÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ v(x). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÕ
ÆÕÎËÃÉÀ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ c = 1

v(x) = e−
∫

P (x) dx.

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ u(x) ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ v(x) × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (23), ÐÏÌÕÞÉÍ

u′(x)e−
∫

P (x) dx = Q(x).

òÅÛÁÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

du(x)

dx
= Q(x)e

∫

P (x) dx, u =

∫

Q(x)e
∫

P (x) dx dx+ C,

ÇÄÅ C ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ u(x) É v(x) × y = u(x) · v(x),
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ

y(x) =

[
∫

Q(x)e
∫

P (x) dx dx+ C

]

e−
∫

P (x) dx. (25)
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ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÅÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÊ É ÔÒÕÄÎÏ ÚÁÐÏÍÉÎÁÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (25), Á ÐÒÏÝÅ ÕÓ×Ï-
ÉÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
É ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÅÇÏ × ËÁÖÄÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

dy

dx
− y

x
= x2.

òÅÛÅÎÉÅ. äÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ. òÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÍ × ×ÉÄÅ
y = uv. îÁÊÄÅÍ y′

y′ = u′v + uv′.

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ y É y′ × ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

u′v + uv′ − uv

x
= x2.

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë ×ÉÄÕ

u′v + u
(

v′ − v

x

)

= x2. (26)

îÁÊÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ v ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÓËÏÂËÁÈ ÏÂÒÁÔÉÌÏÓØ × ÎÕÌØ.

v′ − v

x
= 0⇒ dv

dx
=

v

x
.

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.

dv

v
=

dx

x
.

ïÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ln |v| = ln |cx|.
îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÄÎÕ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÆÕÎËÃÉÀ v, ÐÏÌÏÖÉÍ c = 1. ðÏÌÕÞÉÍ

v = x.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ v = x × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (26):

xu′ = x2 ⇒ du = x dx ⇒ u =
x2

2
+ C.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ u É v × y = uv, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y = x

(

x2

2
+ C

)

.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′ − 2xy =
√

x ex2.
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òÅÛÅÎÉÅ. äÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÍ × ×ÉÄÅ y = uv. îÁÊÄÅÍ y ′

y′ = u′v + uv′.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ y É y′ × ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

u′v + u(v′ − 2xv) =
√

x ex2. (27)

îÁÊÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ v ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÓËÏÂËÁÈ ÏÂÒÁÔÉÌÏÓØ × ÎÕÌØ

v′ − 2xv = 0⇒ dv

dx
= 2xv.

òÁÚÄÅÌÑÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ

dv

v
= 2x dx ⇒

∫

dv

v
= 2

∫

x dx ⇒ ln |v| = x2 ⇒ v = ex2.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ v = ex2 × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (27):

u′ex2 =
√

x ex2 ⇒ du

dx
=

√
x ⇒ u =

2

3
x
3

2 + c.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ u É v × y = uv, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y =

(

2

3
x
3

2 + c

)

ex2.

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(1 + x2)y′ − 2xy = 1 + x2,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ y(1) = 0.
òÅÛÅÎÉÅ. òÁÚÄÅÌÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ (1 + x2)

y′ − 2x

1 + x2
y = 1.

ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÝÅÍ × ×ÉÄÅ y = uv, ÔÏÇÄÁ y ′ = u′v + uv′.
ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ y É y′ × ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ:

u′v + u

(

v′ − 2x

1 + x2
v

)

= 1. (28)

äÁÌÅÅ ÎÁÊÄÅÍ v ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÓËÏÂËÁÈ ÏÂÒÁÔÉÌÏÓØ × ÎÕÌØ:

v′ − 2xv

1 + x2
= 0⇒ dv

dx
=
2xv

1 + x2
⇒ dv

v
=
2x dx

1 + x2
∫

dv

v
= 2

∫

x dx

1 + x2
⇒ ln |v| = ln |1 + x2| ⇒ v = 1 + x2.
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ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ v = 1 + x2 × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (28), ÐÏÌÕÞÉÍ

u′(1 + x2) = 1.

ïÔÓÀÄÁ
du

dx
=

1

1 + x2
⇒ du =

dx

1 + x2
⇒ u = arctgx+ c.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ u É v × y = uv, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y = (arctgx+ c)(1 + x2).

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ y(1) = 0.
ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ x = 1, y = 0 × ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

0 = 2(arctg 1 + c), 0 = 2
(π

4
+ c

)

⇒ c = −π

4
.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ
y(1) = 0, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y =
(

arctgx − π

4

)

(1 + x2).

3.2. íÅÔÏÄ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊ-

ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

íÅÔÏÄ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′ + P (x)y = Q(x)

ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.
óÎÁÞÁÌÁ ÉÝÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÌÉ-

ÎÅÊÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ:
y′ + P (x)y = 0.

úÁÔÅÍ × ÏÂÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ C ÓÞÉÔÁÀÔ
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ x: C = C(x). üÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ-
ÈÏÄÑÔ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ,
ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.
ðÒÉÍÅÒ 4. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

y′ + y tg x =
1

cosx
.

òÅÛÅÎÉÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÄÁÎÎÏÍÕ:

y′ + y tgx = 0.
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òÁÚÄÅÌÑÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ÐÏÓÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÍ y = C cosx, ÇÄÅ
C ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.
äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÞÉÔÁÅÍ C = C(x)

É ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ y = C(x) cosx ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÁ ÅÍÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÎÁÈÏÄÉÍ y′ É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ y, y′ × ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

y′ = (C(x) cosx))′ = C ′(x) cosx − C(x) sinx,

C ′(x) cosx − C(x) sinx+ C(x) cosx tg x =
1

cosx
,

ÏÔËÕÄÁ, ÐÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ, C ′(x) = 1
cos2 x . ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ C(x) = tg x +

+C0, ÇÄÅ C0 ¡ ÎÏ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ðÏÄÓÔÁ×É× ÚÎÁÞÅÎÉÅ C(x) ×
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï y = C(x) cosx, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ

y = C(x) cosx = (tgx+ C0) cosx = sinx+ C0 cosx.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÎÏ×ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
ÓÔÁÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ C. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ y = sinx+
+ C cosx ÅÓÔØ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, Á C ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.
ðÒÉÍÅÒ 5. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(2x+ 1)y′ = 4x+ 2y.

òÅÛÅÎÉÅ. òÅÛÁÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(2x+ 1)y′ = 2y.

åÇÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ y = C(2x + 1). ðÒÉÍÅÎÉÍ ÍÅÔÏÄ ×ÁÒÉÁÃÉÉ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ. éÍÅÅÍ y = C(x)(2x+1), ÎÁÈÏÄÉÍ y ′ É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ
y É y′ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

(C ′(x)(2x+ 1) + 2C(x)) (2x+1) = 4x+2C(x)(2x+1) ⇒ (2x+1)2C ′(x) = 4x.

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ

C(x) = 4

∫

x dx

(2x+ 1)2
+ C0 = ln |2x+ 1|+

1

2x+ 1
+ C0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

y = (2x+ 1)(ln |2x+ 1|+ C) + 1.

3.3. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ âÅÒÎÕÌÌÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. õÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ âÅÒÎÕÌÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

y′ + P (x)y = Q(x)yn, n = const,

ÇÄÅ P (x), Q(x) ¡ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a, b).
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 0, n = 1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
õÒÁ×ÎÅÎÉÅ âÅÒÎÕÌÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ××ÅÄÅÎÉÑ

ÎÏ×ÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. òÁÚÄÅÌÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ âÅÒÎÕÌÌÉ ÎÁ yn (y 6= 0):
1

yn
y′ + P (x)

1

yn−1 = Q(x)

É ××ÅÄÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ z ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

z =
1

yn−1 .

ôÏÇÄÁ

y′ =
1− n

yn
y′

É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ âÅÒÎÕÌÌÉ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

1

1− n
z′ + P (x)z = Q(x)

ÉÌÉ

z′ + (1− n)P (x)z = (1− n)Q(x).

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ z ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÎÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ×ÍÅÓÔÏ z ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ z = y1−n, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ âÅÒÎÕÌÌÉ. åÓÌÉ n > 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ âÅÒÎÕÌÌÉ ÉÍÅÅÔ ÅÝÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ y = 0.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ âÅÒÎÕÌÌÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÌÉÎÅÊÎÏÅ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÓËÁÔØ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ y = uv.
ðÒÉÍÅÒ 6. îÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′ − y′

2x
=

x2

2y
, x > 0.

òÅÛÅÎÉÅ. äÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ âÅÒÎÕÌÌÉ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ n = −1. òÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÍ × ×ÉÄÅ y = uv. îÁÊÄÅÍ y ′ É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ y É y′

× ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

y′ = u′v + uv′, u′v + uv′ − uv

2x
=

x2

2uv
.

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

u′v + u
(

v′ − v

2x

)

=
x2

uv
(29)
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É ÎÁÊÄÅÍ v ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÓËÏÂËÁÈ ÏÂÒÁÔÉÌÏÓØ × ÎÕÌØ:

v′ − v

2x
= 0⇒ dv

v
=

dx

2x
⇒

∫

dv

v
=
1

2

∫

dx

x
⇒

⇒ ln |v| = 1
2
ln |x| ⇒ v =

√
x

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ v =
√

x × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (29), ÐÏÌÕÞÉÍ:

u′v =
x2

2uv
⇒ du

dx

√
x =

x2

u
√

x
⇒ u du =

x dx

2
⇒ u2

2
=

x2

4
+ c1 ⇒

⇒ u2 =
x2

2
+ c, ÇÄÅ c = 2c1.

ïÔÓÀÄÁ

u = ±
√

x2

2
+ c.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ u, v × y = uv, ÐÏÌÕÞÉÍ:

y = ±
√

x3

2
+ cx.

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y′ − 4y
x = x

√
y, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ

ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ y(1) = 1.
òÅÛÅÎÉÅ. äÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ âÅÒÎÕÌÌÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ

n = 1
2. éÝÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ y = uv. îÁÈÏÄÉÍ y′ É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ y É y′ =

= u′v + uv′ × ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

u′v + uv′ − 4uv

x
= x

√
uv.

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

u′v + u
(

v′ − uv

x

)

= x
√

uv (30)

É ÎÁÈÏÄÉÍ v:

v′ − 4v
x
= 0⇒ dv

v
= 4

dx

x
⇒ ln |v| = 4 ln |x| ⇒ v = x4.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ v = x4 × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (30), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

x4
du

dx
= x

√
u · x2 ⇒ du√

u
=

dx

x
,

∫

du√
u
=

∫

dx

x
+ c ⇒ 2

√
u = ln |x|+ c ⇒ u =

1

4
(ln |x|+ c)2.
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ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ u É v × y = uv, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y =
1

4
x4(ln |x|+ c)2.

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ y(1) = 1.
ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x = 1, y = 1, ÐÏÌÕÞÉÍ c = 2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ y(1) =
= 1, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y =
1

4
x4(ln |x|+ 2)2.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ
ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

92. y′ − y ctg x = sinx;

93. y′ − y = ex;

94. x2 dy
dx

− 2xy = −3, y(−1) = 1;
95. y′ + y tg x = 1

cosx
;

96. (1 + x2)y′ − 2xy = 1 + x2, y(1) = 0;

97. y′ + y
x = x2;

98. y′ − y tg x = cosx;

99. y′ + 2xy = x;

100. y′ − 4y = e2x;

101. y′ + x
1−x2 y = 1;

102. y′ − y tgx = 2x
cosx ;

103. y′ − x
x2+1 y = x, y(1) = 0;

104. y′ + y + 4x(x+1)
y
= 0, y(0) = 1;

105. xy′ − 2y = 2x4;
106. (2x+ 1)y′ = 4x+ 2y;

107. y′ + y tgx = secx;

108. (xy + ex) dx − x dy = 0;

109. y′ + y = x
√

y;

110. x2y2y′ + xy3 = 1;

111. cos y dx = (x+ 2 cos y) sin y dy.
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§4. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÐÏÌÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÈ. éÎÔÅÇÒÉÒÕ-
ÀÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ

4.1. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÐÏÌÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÈ

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ
M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (31)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ × ÐÏÌÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÈ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F (x, y), ÔÏ ÅÓÔØ

∂M

∂y
≡ ∂N

∂x
.

þÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (31), ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎËÃÉÀ F (x, y), ÐÏÌÎÙÊ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (31)

dF (x, y) = F ′
x dx+ F ′

y dy.

ôÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (31) ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

F (x, y) = c,

ÇÄÅ c ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.
ðÒÉÍÅÒ 1. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(2x+ 3x2y) dx+ (x3 − 3y2) dy = 0. (32)

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ∂M
∂y É

∂N
∂x :

∂(2x+ 3x2y)

∂y
= 3x2;

∂

∂x
(x3 − 3y2) = 3x2.

ôÁË ËÁË ∂M
∂y =

∂N
∂y , ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (32) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ × ÐÏÌÎÙÈ ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎÃÉÁÌÁÈ. îÁÊÄÅÍ F (x, y):

F ′
x = 2x+ 3x

2y; F ′
y = x3 − 3y2. (33)

éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ x ÐÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (33), ÓÞÉÔÁÑ y ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ, ×ÍÅÓÔÏ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÓÔÁ×ÉÍ ϕ(y) ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ y

F (x, y) =

∫

(2x+ 3x2y) dx = x2 + x3y + ϕ(y).

äÁÌÅÅ ÎÁÊÄÅÍ F ′
y É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (33)

F ′
y = x3 − 3y2; ϕ′(y) = −3y2; ϕ(y) = −3y2; ϕ(y) = −y3 + const .

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
F (x, y) = x2 + x3y − y3
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É ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

x2 + x3y − y3 = c.

4.2. éÎÔÅÇÒÉÒÕÀÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ

éÎÔÅÇÒÉÒÕÀÝÉÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (34)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ m(x, y) 6≡ 0, ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ (34) ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÐÏÌÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÈ. éÎÔÅÇÒÉ-
ÒÕÀÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ M(x, y), N(x, y) ÉÍÅÀÔ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.
îÏ ÏÂÝÅÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÄÌÑ ÅÇÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÔ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÍÅÔÏÄ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ×, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ
ÆÏÒÍÕÌÙ

d(xy) = y dx+ x dy; dy2 = 2y dy

d

(

x

y

)

=
y dx − x dy

y2
; d(ln y) =

dy

y
É Ô.Ä.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

y dx − (4x2y + x) dy = 0. (35)

óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÄÅÌÑÅÍ ÇÒÕÐÐÕ ÞÌÅÎÏ×, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÎÙÊ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÁÌ

y dx − x dy = −x2 d(y/x).

ôÏÇÄÁ ÄÅÌÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ −x2, ÐÏÌÕÞÉÍ

d
(y

x

)

+ 4y dy = 0, d
(y

x

)

+ d(2y2) = 0.

üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÐÏÌÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÈ. éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ
y

x
+ 2y2 = c.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ × ÐÏÌÎÙÈ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌÁÈ, É ÒÅÛÉÔØ ÉÈ:
112. 2xy dy + (x2 − y2) dy = 0;
113. (2− 9xy2) dx+ (4y2 − 6x3)y dy = 0;
114. e−y dx − (2y + xe−y) dy = 0;
115.

y
x dx+ (y3 + lnx) dy = 0;
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116.
3x2+y2

y2 dx − 2x3+5y
y3 = 0;

117. 2x(1 +
√

x2y2) dx − (
√

x2 − y) dy = 0;

118. (1 + y2 sin 2x) dx− 2y cos2 x dy = 0;

119. 3x2(1 + ln y) dx =
(

2y − x3

y

)

dy;

120. y2 dx − (xy + x3) dy = 3;

121. y2 dx+ (ex − y) dy = 0.

òÁÚÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

122. xy′ + x2 + xy − y = 0;

123. 2xy′ + y2 = 1;

124. (2xy2 − y) dx+ x dy = 0;

125. (xy′ + y)2 = x2y′;

126. y − y′ = y2 + xy′;

127. (x+ 2y3)y′ = y;

128. y′3 − y′e2x = 0;

129. x2y′ = y(x+ y);

130. (1− x2) dy + xy dx = 0;

131. y′2 + 2(x − 1)y′ − 2y = 0;
132. y + y′ ln2 y = (x+ 2 ln y)y′;

133. xy′ − 2xy = 3y;

134. x+ yy′ = y2(1 + y′2);

135. y = (xy′ + 2y)2;

136. y′ = 1
x−y2
;

137. y′3 + (3x − 6)y′ = 3y;
138. x − y

y′
= 2

y ;

139. 2y′3 − 3y′2 + x = y;

140. (x+ y)2y′ = 1;

141. 2x3yy′ + 3x2y2 + 7 = 0.

§5. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.
õÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÅ ÐÏÎÉÖÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ

óÒÅÄÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÔÉÐÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏÔÏ-
ÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ó×ÅÄÅÎÙ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÔÉÐÏ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.



§5. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. . . 31

5.1. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ y × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ y′′ = f(x, y′) Ñ×ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ y. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ y′ = p.
ôÏÇÄÁ y′′ = p′. ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

p′ = f(x, p).

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. åÇÏ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y =

∫

p(x, c1) dx+ c2,

ÇÄÅ c1, c2 ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.
ðÒÉÍÅÒ 1. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(1 + x2)y′′ + xy′ = 2.

òÅÛÅÎÉÅ. äÁÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ y. ðÏÜÔÏ-
ÍÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÌÏÖÉÍ y′ = p. ôÏÇÄÁ y′′ = p′. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÄÁÎÎÏÅ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(1 + x2)p′ + xp = 2.

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÏÊ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ p ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ.
òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÝÅÍ × ×ÉÄÅ p = uv, p′ = u′v + uv′. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ p, p′ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

(1 + x2)u′v + [(1 + x2)v′ + xv]u = 2.

äÁÌÅÅ ÎÁÈÏÄÉÍ v: (1 + x2)v′ + xv = 0. òÅÛÁÅÍ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

dv

v
= − x dx

1 + x2
⇒

∫

dv

v
= −1
2

∫

d(1 + x2)

1 + x2
⇒

⇒ ln |v| = −1
2
ln |1 + x2| ⇒ v =

1√
1 + x2

.

äÁÌÅÅ ÎÁÈÏÄÉÍ u:
√

1 + x2 u′ = 2⇒ du =
2√
1 + x2

dx ⇒

⇒ u = 2

∫

dx√
1 + x2

+ c1, u = 2 ln |x+
√

1 + x2|+ c.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ p:

p = [2 ln |x+
√

1 + x2|+ c1]
1√
1 + x2

.
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ôÁË ËÁË p = y′, ÔÏ

y′ = [2 ln |x+
√

1 + x2|+ c1]
1√
1 + x2

.

îÁÈÏÄÉÍ y:

y =

∫

[2 ln |x+
√

1 + x2|+ c1]
dx√
1 + x2

+ c2 = 2

∫

ln |x+
√

1 + x2|×

×d ln |x+
√

1 + x2|+ c1

∫

dx√
1 + x2

+ c2 =

= ln2 |x+
√

1 + x2|+ c1 ln |x+
√

1 + x2|+ c2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y = ln2 |x+
√

1 + x2|+ c1 ln |x+
√

1 + x2|+ c2.

5.2. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ x × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ y′′ = f(y, y′) Ñ×ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x. ðÏÌÏÖÉÍ y′ = p(y), ÇÄÅ
p(y) ¡ ÎÏ×ÁÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. îÁÊÄÅÍ y′′. ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ-
×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÍ

y′′ =
dy′

dx
=

dp

dx
=

dp

dy
· dy

dx
= p

dp

dy
.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ y, y′ × ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

p
dp

dy
= f(y, p).

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.
ðÕÓÔØ ÎÁÛÌÉ ÅÇÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

p = p(y, c1),

ÇÄÅ c1 ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ôÁË ËÁË p = y′, ÔÏ y′ = p(y, c1) ¡ ÜÔÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.

dx =
dy

p(y, c1)
⇒ x =

∫

dy

p(y, c1)
+ c2,

ÇÄÅ c2 ¡ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÏÂÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ yy′′ = y′2.
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òÅÛÅÎÉÅ. äÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ñ×ÎÏ x. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÅ-
ÛÅÎÉÑ ÐÏÌÁÇÁÅÍ y′ = p, ÔÏÇÄÁ y′′ = pdp

dy . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

yp
dp

dy
= p2 ⇒ y

dp

dy
= p (p 6= 0)

¡ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ

dp

p
=

dy

y
⇒

∫

dp

p
=

∫

dy

y
+ ln |c1| ⇒ ln |p| = ln |y|+ ln |c1|.

ðÏÔÅÎÃÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÁÅÍ p = c1y. äÁÌÅÅ,

y′ = c1y ⇒ dy

y
= c1 dx ⇒

∫

dy

y
= c1

∫

dx+ ln c2 ⇒

⇒ ln |y| = c1x+ ln |c2| ⇒ y = c2e
c1x ¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

5.3. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÏÊ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y′′ = f(x).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ y′ = p, ÔÏÇÄÁ y′′ = p′ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ p′ = f(x) ¡
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.

dp

dx
= f(x)⇒ dp = f(x) dx ⇒

∫

dp =

∫

f(x) dx+ c1 ⇒ p =

∫

f(x) dx+ c1.

äÁÌÅÅ ×ÍÅÓÔÏ p ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ y′ = dy
dx .

dy

dx
=

∫

f(x) dx+ c1 ⇒ dy =

(
∫

f(x) dx+ c1

)

dx,

y =

∫
(

∫

f(x) dx

)

dx+ c1

∫

dx+ c2,

y =

∫
(

∫

f(x) dx

)

dx+ c1x+ c2 ¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 3. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y′′ = x2.
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òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ y′ = p, ÔÏÇÄÁ y′′ = p′. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

p′ = x2 ⇒ dp

dx
= x2 ⇒ dp = x2 dx,

p =

∫

x2 dx+ c1 ⇒ p =
x3

3
+ c1,

dy

dx
=

x3

3
+ c1 ⇒ dy =

(

x3

3
+ c1

)

dx,

y =

∫

x3

3
dx+ c1

∫

dx+ c2,

y =
x4

12
+ c1x+ c2 ¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

142. (3x+ 2)y′′ + 7y′ = 0;
143. (1 + x2)y′′ + y′2 + 1 = 0;
144. y3y′′ + 1 = 0;
145. y′2 − yy′′ = y2y′;
146. y′′ = 3

√
y, y(0) = 1, y′(0) = 2;

147. xy′′ + y′ =
√

x, y(1) = 1, y(1) = 0;

148. 2yy′′ = y′2 + 1;
149. y2 + y′2 − 2yy′′ = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1;
150. 1 + y′2 = 2yy′′;
151. (x+ 1)y′′ = y′ + 1, y(0) = 1, y′(0) = 2.

§6. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ n-ÇÏ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ

6.1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄ-
ËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

y(n) + a1(x)y
(n−1) + a2(x)y

(n−2) + . . .+ an−1(x)y
′ + an(x)y = f(x), (36)

ÇÄÅ a1(x), a2(x), . . ., an(x), f(x) ¡ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌÅ.



§6. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ 35

åÓÌÉ f(x) ≡ 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; ÅÓÌÉ f(x) 6≡ 0, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ.
ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (36) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y = �y + y∗,

ÇÄÅ �y ¡ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, y∗ ¡
ÞÁÓÔÎÏÅ (ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ) ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ.
åÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �y(x) ÎÁÊÄÅÎÏ, ÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ

ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÍÅÔÏÄÏÍ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ.

�y(x) = c1y1 + c2y2 + . . .+ cnyn,
y∗(x) = c1(x)y1 + c2(x)y2 + . . .+ cn(x)yn

(37)

æÕÎËÃÉÉ ci(x) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ






















c′1y1 + . . .+ c′nyn = 0,
c′1y

′
1 + . . .+ c′ny

′
n = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c′1y
(n−2)
1 + . . .+ c′ny

(n−2)
n = 0,

c′1y
(n−1)
1 + . . .+ c′ny

(n−1) = f(x).

(38)

6.2. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ-

ÅÎÔÁÍÉ

þÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÁÍÉ

a0y
(n) + a1y

(n−1) + . . .+ an−1y
′ + any = 0, (39)

ÎÁÄÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

a0λ
n + a1λ

n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0 (40)

É ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ λ1, λ2, . . ., λn.
ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (39) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁ

cie
λix ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ λi ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (40) É ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁ

(cm+1 + cm+2x+ cm+3x
2 + . . .+ cm+kx

k−1)eλx (41)

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ λ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (40). ÷ÓÅ ci¡ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏ-
ÑÎÎÙÅ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (39) É ËÏÒÎÉ λ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ-
ÍÉ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ (39) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ
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ÍÏÖÎÏ ÔÏÖÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ É × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒ-
ÎÅÊ λ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ λ = α ± βi ×
ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ

cm+1e
αx cos βx+ cm+2e

αx sin βx,

ÅÓÌÉ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ ÐÒÏÓÔÙÅ, É ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ

Pk−1(x)e
αx cosβx+Qk−1(x)e

αx sin βx,

ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ α+βi É α−βi ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÏÓÔØ k. úÄÅÓØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
Pk−1, Qk−1 ÓÔÅÐÅÎÉ k− 1, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ × (41), ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ.
ðÒÉÍÅÒ 1. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

y(V) − 2y(IV) − 16y′ + 32y = 0.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÉÛÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

λ5 − 2λ4 − 16λ+ 32 = 0.
òÁÚÌÁÇÁÑ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ ËÏÒÎÉ

(λ − 2)(λ4 − 16) = 0 (λ − 2)2(λ+ 2)(λ2 + 4) = 0
λ1 = λ2 = 2; λ3 = −2; λ4 = 2i; λ5 = −2i

ðÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ ÐÉÛÅÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

y = (c1 + c2x)e
2x + c3e

−2x + c4 cos 2x+ c5 sin 2x.

6.3. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-

ÃÉÅÎÔÁÍÉ

åÓÌÉ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÕÍÍ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ

b0 + b1x+ . . .+ bmxm, eax, cosβx, sin βx,

ÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÅ-
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×.
äÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ Pm(x)e

νx, ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y∗ = xsQm(x)e
νx. (42)

þÉÓÌÏ s = 0, ÅÓÌÉ ν ¡ ÎÅ ËÏÒÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (40), Á ÅÓÌÉ
ν ¡ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ s ÒÁ×ÎÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁQm(x), ÎÁÄÏ ÒÅÛÅÎÉÅ (42) ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ É ÐÒÉÒÁ×ÎÑÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÁÈ × ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ
ÞÁÓÔÑÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
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åÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ, ÔÏ ÄÌÑ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ Ó ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ

eαx(P (x) cosβx+Q(x) sinβx) (43)

ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

y∗ = xseαx(Rm(x) cosβx+ Tm(x) sinβx),

ÇÄÅ s = 0, ÅÓÌÉ α + βi ÎÅ ËÏÒÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É s ÒÁ×ÎÏ
ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÒÎÑ α + βi, Á Rm, Tm ¡ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÒÁ×ÎÏÊ ÎÁÉ-
ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ P É Q. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÕÔÅÍ
ÐÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÎÉÑ ÉÈ ÐÒÉ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÁÈ ÐÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
ðÒÉÍÅÒ 2. îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′′′ + 3y′′ − 4y′ = x+ ex + sinx.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y′′′ + 3y′′ − 4y′ = 0.
óÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É ÒÅÛÁÅÍ ÅÇÏ

λ3 + 3λ2 − 4λ = 0⇒ λ(λ2 + 3λ − 4) = 0⇒
⇒ λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = −4.

ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

�y = c1 + c2e
x + c3e

−4x.

þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ

y∗ = y∗1 + y∗2 + y∗3,

ÇÄÅ y∗1, y
∗
2, y

∗
3 ¡ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÊ

y′′′ + 3y′′ − 4y′ = x, y∗1 = x(Ax+ B),

y′′′ + 3y′′ − 4y′ = ex, y∗2 = Cxex,

y′′′ + 3y′′ − 4y′ = sinx, y∗3 = D cosx+ E sinx.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y∗ = x(Ax+ B) + Cxex +D cosx+ E sinx.
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îÁÊÄÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ A, B, C, D, E. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ y∗′,
y∗′′, y∗′′′, ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ:

y∗′ = 2Ax+ B + Cex + Cxex − D sinx+ E cosx,

y∗′′ = 2A+ 2Cex + Cxex − D cosx − E sinx,

y∗′′′ = 3Cex + Cxex +D sinx − E cosx,

−8Ax+ (6A − 4B) + 5Cex + (−3D − 5E) cosx+ (5D − 3E) sinx =

= x+ ex + sinx,

x
x0

ex

cosx
sinx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣























−8A = 1,
6A − 4B = 0,
5C = 1,

−3D − 5E = 0,
5D − 3E = 1

⇒ A = −18 ; B = − 3
16;

C = 1
5 ; D = 5

34; E = − 3
34.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

y∗ = −1
8

x

(

x+
3

2

)

+
1

5
xex +

1

34
(5 cosx − 3 sinx).

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �y É y∗ × ÆÏÒÍÕÌÕ y = �y + y∗, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

y = c1 + c2e
x + c3e

−4x − 1
8

x

(

x+
3

2

)

+
1

5
xex +

1

34
(5 cosx − 3 sinx).

ðÒÉÍÅÒ 3. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

yIV − 3y′′ = 9x2.
òÅÛÅÎÉÅ. òÅÛÅÎÉÅ y ÉÝÅÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ y = �y + y∗. îÁÈÏÄÉÍ �y:

λ4 − 3λ2 = 0 ⇒ λ1,2 = 0, λ3,4 = ±
√
3 ⇒

⇒ �y = c1 + c2x+ c3e
−
√
3x + c4e

√
3x.

éÝÅÍ y∗ × ×ÉÄÅ y∗ = x2(Ax2+Bx+C). îÁÈÏÄÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ
ÉÈ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:

y∗ = Ax4 + Bx3 + Cx2,

y∗′ = 4Ax3 + 3Bx2 + 2Cx,

y∗′′ = 12Ax2 + 6Bx+ 2C,

y∗′′′ = 24Ax+ 6B,

y∗
IV

= 24A,
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9x2 = −36Ax2 − 18Bx+ 6C + 24A.

ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x É ÎÁÈÏÄÉÍ:

9 = −36A, 0 = −18B, −6C + 24A ⇒ A = −1
4
, B = 0, C = −1.

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

y = C1 + C2x+ C3e
−
√
3x + C4e

√
3x − x4

4
− x2.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ

îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ:
152. yV − y′ = x+ 1;
153. y′′′ − 3y′′ + 2y′ = e2x + 10 sinx;
154. yIV − y = 0;
155. yIV − 3y′′ = 9x2;
156. y′′′ + y′′ = 1− 6x2e−x.

òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:
157. y′′ − 3y′ + 2y = ex;
158. y′′ + 6y′ + 5y = 25x2 − 2;
159. y′′2y′ + 10y = 37 cos 3x;
160. y′′ − 6y′ + 9y = 3x − 8ex;
161. y′′ − 5y′ + 4y = x − 2;
162. y′′ + 2y′ = x2 + 1;
163. y′′ + 2y′ − 3y = e−2x;
164. y′′ + y′ = xe−x, y(0) = 1, y′(0) = 2;
165. y′′ − 6y′ + 8y = 3− 4x2;
166. y′′ + 3y′ = 2 + x;
167. y′′ + 2y′ = e−2x;
168. y′′ + 9y = e3x;
169. y′′ + 4y′ + 3y = xe−x;
170. y′′ − 2y′ + y = ex, y(0) = 0, y′(0) = 1;
171. y′′ + 4y = 2x+ 1, y(0) = 1, y′

(

π
2

)

= 0;
172. y′′ − y′ − 6y = 5 cosx − 2 sinx;
173. y′′ + y = cosx, y(0) = −2, y′(0) = 3;
174. y′′ − y = 3e2x cosx;
175. y′′ + 3y′ − 4y = x2 + 2ex + 5 sin 3x;
176. y′′ + y = 2 sinx+ 3 cosx;
177. y′′ − 4y′ + 3y = 5 sin 2x+ cos 2x+ ex.



ïÔ×ÅÔÙ
1. y = exy′/y. 2. y′ = 3y2/3. 3. y2 + y′2 = 1. 4. x2y′ − xy = yy′.

5. 2xyy′ − y2 = 2x3. 6. y′3 = 4y(xy′ − 2y). 7. x(x − 2)y′′ − (x2 − 2)y′ +
+ 2(x− 1)y = 0. 8. (yy′′ + y′2) = −y2y′′. 9. y′′y2(ln y − 1) = y′2(xy′ − y).

10. y′′′y′ = 3y′′2. 22. y = 3
5
3
√

x5 + 1. 23. y = 3 lnx + 2.

24. y = 1
2 e2x− 1

2. 25. y = − ctg x+1. 26. y = 1
3 sin 3x. 27. y =

1
2 arctg

x
2 .

28. y = − 1x + 1. 29. x = − ln |y| + 2(1 + ln 2). 30. x = y3

3 +
2
3 .

31. x = − 1
2y2+

1
2 . 32. − cosx+ 12 sin 2y = c. 33. arcsinx+ln |y+

√

4 + y2| = c.

34. 12 ex2 − ln | cos y| = c. 35. ln |x| + arctg y = π
3 . 36. 23 x

3

2 + tg y = 1.

37. − 1
y−2 +

1
2(x+1)2 = c. 38. tg2 x+ sin2 y = c. 39. 2

√
y+ ln |y| − 2√x = c.

40. ln2 y = 2 tgx. 41. (1 ∓ x2)(1 + y2) = c. 42. 12 ex2 + ln |y| + y = c.

43. −xe−x − e−x + arctg y = −1. 44. y = (x − c)3. 45. y = 2
2−sin 2x .

46.
√
1 + x2 · 3

√

1 + y3 = c. 47. tg x tg y = c. 48. tg y = c(1 − ex)3.

49. 3y + ln |x3−1|
(y+1)6 = c. 50. 4x

2−3
(1+y2)2 = c. 51. y = 1

c−sinx . 52. y = 1 + x2.

53. y = x−1. 54. 2e y2

2 =
√

e (1+ex). 55. y = 2−3 cosx. 56. y = (x−2)3.
57. y(1+x) = 1. 58. y2−2 = ce1/x. 59. (ce−x2−1)y = 2. 60. e−y = 1+cex.

61. y = − lg(c − 10x). 62. y = c(x + 1)e−x. 63. ln |x| = c +
√

y2 + 1.

64. y(ln |x2−1|+1) = 1. 65. ln |xy|+x−y = c. 66. y2

2 +y+ln |y−1| = − 1x+c.

67. y2 + x2 − 2x = c. 68. ctg y−x
2 = x + c. 69. 2x + y − 1 = cex.

70. x + 2y + 2 = 0. 71.
√
4x+ 2y − 1 − 2 ln(√4x+ 2y − 1 + 2) = x + c.

72. y = ce
x
y . 73. y = xecx. 74. (x + y + 1)3 = c(x − y + 3).

75. x + 2y + 3 ln |2x + 3y − 7| = c. 76. y = cey/x. 77. y2 − x2 = cy.
78. sin y

x
= cx. 79. y = −x ln ln cx. 80. ln x+y

x
= cx. 81. ln cx = ctg

(

1
2
ln y

x

)

.

82. x ln cx = 2
√

xy. 83. arcsin y
x = ln |cx|. 84. (y − 2x)3 = c(y − x − 1)2.

85. 2x + y − 1 = ce2y−x. 86. (y − x + 2)2 + 2x = c. 87. x + y = cx2.

88. ln(x2 + y2) = c − 2 arctg y
x
. 89. x(y − x) = cy. 90. x = ±y

√
ln cx.

91. y = cey/x. 92. y = (x+ c) sinx. 93. y = (x+ c)ex. 94. y = 2x2+ 1x .

95. y = (tgx+ c) cosx. 96. y =
(

arctgx − π
4

)

(1 + x2). 97. y = c
x +

x3

4 .

98. y = c
cosx +

1
2 sinx+ x

2 cosx . 99. y = ce−x2 + 12. 100. y = ce4x − 1
2 e2x.

101. y =
√
1− x2 (arcsinx + c). 102. y = x2+c

cosx . 103. y = 1 + x2.

104. y = e−x
√
1− 4x2e2x. 105. y = cx2+x4. 106. y = (2x+1)(c+ln |2x+1|)+1.

107. y = sinx+c cosx. 108. y = ex(ln |x|+c). 109. y = e−x(xe
x
2 −2ex

2 +c)2.

110. y = 3

√

3
2x
+ c

x3
. 111. x = −1

2
cos 2y · 1

cos y
+ c
cos y
. 112. 3x2y − y3 = c.

113. x2 − 3x3y3 + y4 = 0. 114. xe−y − y2 = c. 115. 4y lnx + y4 = c.
40
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116. x+ x3

y2
+ 5

y
= c. 117. x2 + 2

3
(x2 − y2)3/2 = c. 118. x − y2 cos2 x = c.

119. x3 + x3 ln y − y2 = c. 120. y2 = x2(c − 2y). 121. ln |y| − ye−x = c.
122. y = x(ce−x − 1). 123. (cx+ 1)y = cx− 1, y = 1. 124. y(x2− c) = x.
125. x(c−y) = c2, x = 4y. 126. y(x+c) = x+1, y = 0. 127. x = cy+y3, y = 0.
128. y = c1, y = c+ex. 129. y ln cx = −x, y = 0. 130. y2 = c(x2−1), x = ±1.
131. 2y = 2c(x−1)+c2, 2y = −(x−1)2. 132. x = cy+ln2 y. 133. y = cx2e−3/x.
134. (x − c)2 + y2 = c, 4(y2 − x) = 1. 135. 4x2y = (x + 2c)2, y = 0.
136. x = cey+ y2+2y+2, xy = 1. 137. 3y = 3c(x− 2)+ c3, 9y2 = 4(2−x)3.
138. y2 = c(xy − 1), xy = 1. 139. 4(x − c)3 = 27(y − c)2, y = x − 1.
140. x+ y = tg(y − c). 141. x3+ y2+7x = c. 142. y = c2+ c1(3x+2)

4/3.

143. y = − x
c1
+ c2

1
+1
c2
1

ln |1 + c1x| + c2. 144. c1y
2 + 1 = c21(x + c2)

2.

145. x = c1− 1
c2
ln

∣

∣

∣

y
y+c2

∣

∣

∣
. 146. y = 1

16
(x+2)4. 147. y = 4

9
x
√

x− 2
3
ln |x|+ 5

9
.

148. 4(c1y − 1) = c21(x+ c2). 149. y = ex. 150. y = 1
4c1
[c21(x − c2)

2 + 4].

151. y = 3(x+1)2

2
−x− 1

2
. 152. y = c1+c2e

2+c3e
−x+c4 cosx+c5 sinx− 1

2
x2−x.

153. y = c1+c2e
x+c3e

2x+ 12 xe2x+3 sinx−cosx. 154. y = c1e
x+c2e

−x+c3 cosx+

+ c4 sinx. 155. y = c1 + c2x + c3e
−
√
3x + c3e

√
3x − x4

4 − x2. 156. y =

= c1+ c2x+ c3e
−x+ 12 x2− 2x(x2+ 6x+18)e−x. 157. y = c1e

x+ c2e
2x − xex.

158. y = c1e
−x+ c2e

−5x+5x2− 12x+12. 159. y = ex(c1 cos 3x+ c2 sin 3x)+
+cos 3x−6 sin 3x. 160. y = e3x(c1+c2x)+

1
3x+

2
9−2ex. 161. y = c1e

4x+c2e
x+

+ 14x− 3
16. 162. y = c1+c2e

−2x+x
(

1
6x
2 − 1

4x+
3
4

)

. 163. y = c1e
x+c2e

−3x− 13e−2x.
164. y = 4 − 3e−x − x

(

x
2 + 1

)

e−x. 165. y = c1e
2x + c2e

4x − x2

2 − 3
4x − 1

16.

166. y = c1+c2e
−3x+ x2

6
+ 5
9
x. 167. y = c1+c2e

−2x− x
2
e−2x. 168. y = c1 sin 3x+

+c2 cos 3x+
1
8e
3x. 169. y = c1e

−3x+c2e
−x+ 14(x

2−x)e−x. 170. y = xex+ x2

2 ex.

171. y = 3
4 cos 2x+

1
4 sin 2x+

x
2+

1
4. 172. y = c1e

3x+c2e
−2x− 3750 cosx+ 9

50 sinx.

173. y = −2 cosx+ 3 sinx+ 12x sinx. 174. y = c1e
x + c2e

−x + 3
10e
2x(cosx+

+2 sinx). 175. y = c1e
x+ c2e

−4x− 1
4x
2− 3

8x− 13
32+

2
5xex − 9

50 cos 3x− 13
50 sin 3x.

176. y = c1 cosx + c2 sinx + x
(

3
2
sinx − cosx

)

. 177. y = c1e
3x + c2e

x −
− 1
5 sin 2x+

3
5 cos 2x − x

2e
x.


